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Vorwort

Vorwort

Erfolg von Anfang an

Das vorliegende Ubungsbuch ist speziell auf den Lehrplan aller beruflichen Gymnasien in Baden-
Wiirttenberg abgestimmt. Es enthilt viele Aufgaben, die die Grundkompetenzen in Mathematik —
vom einfachen Rechnen und Formelanwenden bis zum Verstehen von gedanklichen Zusammen-
hiingen — férdern. Das Ubungsbuch ist eine Hilfe zum Selbstlernen (learning by doing) und bietet
die Moglichkeit, sich intensiv auf die Priifung vorzubereiten und gezielt Themen zu vertiefen. Hat
man Erfolg bei den grundlegenden Aufgaben, machen Mathematik und das Lernen wieder mehr
SpaB.

Der blaue Tippteil

Manchmal hat man keine Idee, wie man eine Aufgabe angehen soll bzw. es fehlt der Losungsan-
satz. Hier hilft der blaue Tippteil in der Mitte des Buches weiter: Zu jeder Aufgabe gibt es dort
Tipps, die helfen, einen Ansatz zu finden, ohne die Losung vorwegzunehmen.

Wie arbeitet man mit diesem Buch

Am Anfang jedes Kapitels finden Sie eine kurze Ubersicht iiber die jeweiligen Themen. Die ein-
zelnen Kapitel bauen zwar aufeinander auf, doch ist es nicht zwingend notwendig, das Buch der
Reihe nach durchzuarbeiten. Die Aufgaben sind in der Regel in ihrer Schwierigkeit gestaffelt.
Von fast jeder Aufgabe gibt es mehrere Variationen zum Vertiefen.

Die Losungen fiir Gleichungssysteme sind in der Regel fiir das Rechnen «mit der Hand» angege-
ben, sie konnen aber selbstverstiandlich auch mit dem GTR gelost werden.

Der Lehrplan des Technischen Gymnasiums (TG) unterscheidet sich in der Linearen Algebra
von dem der anderen beruflichen Gymnasien. Die entsprechenden Kapitel sind in der Kopfzeile

entsprechend gekennzeichnet.

In der Mitte des Buches finden Sie den blauen Tippteil mit Denk- und Losungshilfen.

Die Losungen mit ausfiihrlichen verstindlichen Losungswegen bilden den dritten Teil des Ubungs-
buchs. Hier finden Sie die notwendigen Formeln, Rechenverfahren und Denkschritte sowie alter-
native Losungswege.



Vorwort

Lehrplaniibersicht iiber die Jahrgangsstufen 1 und 2

Analysis

o Funktionenklassen:
Potenzfunktionen, Polynomfunktionen, Exponentialfunktionen, trigonometrische Funktio-

nen, abschnittsweise definierte Funktionen (beim Modellieren realer Vorgénge)

e Ableitungen, Ermittlung von Stammfunktionen, Zusammenhang von f,f’ und f”, Kurven

und Kurvenscharen, Tangenten und Normalen, Ortskurven, Aufstellen von Funktionen
e Optimierungsprobleme (Extremwertaufgaben)

e Integralrechnung (Fldchen- und Volumenberechnung)

Lineare Algebra (AG, BTG, EG, SG, WG)

Agrarwissenschaftliches-, Erndhrungswissenschaftliches-, Sozialpidagogisches- und Wirtschafts-
wissenschaftliches Gymnasium.

e Gleichungssysteme
e Schwerpunktthema, je nach Schulart/ Klasse wird ein Thema behandelt:

— Wirtschaftliche Anwendungen

Matrizen, Mehrstufige Produktionsprozesse, das Leontief-Modell

— Vektorielle Geometrie
Geraden und Ebenen, Lagebeziehungen, Schnitt- und Abstandsberechnungen

— Lineare Optimierung

Zielfunktion, Nebenbedingungen, grafische Losung, der Simplex-Algorithmus.

Lineare Algebra (TG)
Technisches Gymnasium
e Gleichungssysteme
e Geraden und Ebenen, Spurpunkte, Lagebeziehungen, Schnittprobleme

o Skalarprodukt: Lange, Winkel, Orthogonalitét

Stochastik

e Zufallsexperimente, Baumdiagramme, Ereignisse, Bedingte Wahrscheinlichkeiten, Unab-
hingigkeit von Ereignissen

e Zufallsvariablen, Erwartungswert, Standardabweichung.



Vorwort

Der Aufbau des Mathematik-Abiturs fiir das AG, BTG, EG, SG, WG

In der Priifung sind drei Aufgaben zu bearbeiten, je eine aus jeder der drei Stoffgruppen.

Gruppe | Gebiet Aufgaben | Auswahl | Punkte | Zeit
I Analysis Aund B Lehrer 45 120
II Lineare Algebra und Stochastik Aund B Schiiler 30 80

e wirtschaftliche Anwendungen
e Vektorielle Geometrie

e Lineare Optimierung

I Anwendungsorientierte Aufgaben A,Bund C | Schiiler 15 40

Der Aufbau des Mathematik-Abiturs fiir das TG

In der Priifung sind drei Aufgaben zu bearbeiten, je eine aus jeder der drei Stoffgruppen.

Gruppe | Gebiet Aufgaben | Auswahl | Punkte | Zeit
I Analysis Aund B Lehrer 45 120
II Lineare Algebra und Stochastik Aund B Schiiler 30 80
I Anwendungsorientierte Aufgaben A,Bund C | Schiiler 15 40

Allgemeine Hinweise

Die Aufgaben fiir das TG unterscheiden sich also nur in der Gruppe II (Lineare Algebra und
Stochastik) von den anderen beruflichen Gymnasien.

Die gesamte Priifungszeit betrdgt 270 Minuten, davon sind 30 Minuten Einlesezeit.

Allen Schiilern, die sich auf das Abitur vorbereiten, wiinschen wir viel Erfolg.

Helmut Gruber, Robert Neumann
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1. Von der Gleichung zur Kurve

Analysis

1 Von der Gleichung zur Kurve

Tipps ab Seite 81, Losungen ab Seite 113

In diesem Kapitel geht es um die Grundfunktionen und ihre Verschiebung, Streckung und Spiege-
lung. Dazu sollten Sie die Schaubilder der wichtigsten Grundfunktionen kennen. Es handelt sich

um:
L I o/ o) oy
4 4 / 4 / 4
\ 2 / 2 l 2 2
1 1 1
4 R 4 4 AN 4 4 /711 1 4 4 111 4 =
: 2 : 2
. [ . .
s | 5 5
I | I I I
|
_ .2 _ .3 _ G
flx)=x flx)=x flx)=¢e' f(x) =sinx
Diese Grundfunktionen lassen sich verschieben und strecken:
Beispiel: Die Parabel f (x) = x*
\ ey Vet Lot oy
\ 4 / 4 \\ 4 / 4
2 ‘2 / 2 2
1 X 1 X \ X 1 X
4 ER 4 4 4,00 4 4 EPE 4 4 RADY 4
: : : JAHEA
\f \f \7: ,/ | 5 \\
f)=2+1 FO) = (x—1)? Flx) =22 Fx) = -2

Verschiebung um 1 LE
in y-Richtung: das abso-
lute Glied ist 1.

Verschiebung um 1 LE
in y-Richtung: x wird

ersetzt durch (x — 1)

Weitere Variationen konnen sein:

Streckung in y-Richtung
um den Faktor 2. Die
Funktionsgleichung

wird mit 2 multipliziert.

e Spiegelung an der y-Achse: Hierzu wird x ersetzt durch (—x)

Spiegelung an  der
x-Achse: Die Funktions-
gleichung wird mit —1

multipliziert.

e Stauchen in x-Richtung: Hierzu wird x ersetzt durch a-x. Das Schaubild wird bei einem
Faktor, der groBer als 1 ist, gestaucht, d.h. in x-Richtung «kiirzer» und bei einem Faktor,

der kleiner als 1 ist, gestreckt, d.h. in x-Richtung «linger».



1. Von der Gleichung zur Kurve

Tipp: Skizzieren Sie zuerst das Schaubild der zugehorigen Grundfunktion und anschlie-
Bend schrittweise eine eventuelle Spiegelung, Streckung/Stauchung sowie die Ver-
schiebungen in x-bzw. y-Richtung.

1.1 Ganzrationale Funktionen

Skizzieren Sie die Schaubilder folgender Funktionen und bestimmen Sie die Schnittpunkte mit

den Koordinatenachsen.

a) f(x) = px+1 b) flx)=—3x ©) f(x) = —x+1
d) f(x)=(x—12%—4 e) f(x) = —x>*+4 ) flx) = —(x+1)2+1
9 flx)=(x—1)>+1 h) f(x) = —(x+1)° ) flx) =2 —2

1.2 Trigonometrische Funktionen
Skizzieren Sie die Schaubilder folgender Funktionen und geben Sie jeweils die Periode an.
a) f(x) = 2sinx b) f(x) = 4 cosx ¢) f(x) =sin(2x)

d) f(x) = —sin(2x)+1  e) f(x) =sin(x+1) f) f(x) = 4 sin(2x) + 3

1.3 Exponentialfunktionen
Skizzieren Sie das Schaubild folgender Funktionen und bestimmen Sie jeweils die Asymptote.

a) f(x) =1 +1 b) f(x)=—e"1+1 o) f(x) =e D 42

d) f(x) = —e 141



Tipps 2. Aufstellen von Funktionen mit Randbedingungen

Tipps — Analysis
1 Von der Gleichung zur Kurve

1.1 Ganzrationale Funktionen

Den Schnittpunkt mit der y-Achse erhalten Sie durch Einsetzen von x = 0 in f(x), die Schnitt-
punkte mit der x-Achse erhalten Sie durch Losen der Gleichung f(x) = 0.
Zuerst wird gespiegelt und gestreckt, anschlieend verschoben (Reihenfolge beachten!).
a)-c) Die Schaubilder sind Geraden. Hat eine Gerade die Gleichung y = mx + b, so
ist b der y-Achsenabschnitt und m die Steigung der Geraden.
d)-1) Die Schaubilder sind Variationen der Schaubilder der beiden Grundfunktionen
f(x) = x* (Parabel) oder g(x) = x* (kubische Parabel).

1.2 Trigonometrische Funktionen

Die Schaubilder sind Variationen der Grundfunktionen f(x) = sinx bzw. g(x) = cosx.

Ist f(x) =a-sin(b- (x—c¢))+dbzw. g(x) =a-cos(b- (x—c)) +d, so gibt es folgende Verwand-
lungen:

a: Streckfaktor in y-Richtung; a < 0: zusétzlich Spiegelung an der x-Achse.

b: Streckfaktor in x-Richtung.

¢ > 0 bzw. ¢ < 0: Verschiebung nach rechts bzw. links.

d > 0 bzw. d < 0: Verschiebung nach oben bzw. unten.

Periode: p = 2—;.

1.3 Exponentialfunktionen

Zur Bestimmung der Asymptoten betrachten Sie f(x) fiir x — d-oo.

Die Schaubilder sind Variationen der Grundfunktionen f(x) = e* bzw. g(x) = ™.
Ist f(x) =a-e“ "+ cbzw. g(x) = a-e ) 4 ¢, so gibt es folgende Verwandlungen:
a: Streckfaktor in y-Richtung; a < 0: zusitzlich Spiegelung an der x-Achse.

b > 0bzw. b < 0: Verschiebung nach rechts bzw. links.

¢ > 0 bzw. ¢ < 0: Verschiebung nach oben bzw. unten.

2 Aufstellen von Funktionen mit Randbedingungen

2.1 Ganzrationale Funktionen

Fiir alle ganzrationalen Funktionen gilt:

Parabel 2. Grades: f(x) = ax*> +bx+c

Zur y-Achse symmetrische Parabel 2. Grades: f(x) = ax*>+b
Parabel 3. Grades: f(x) = ax® +bx*+cx+d

Zum Ursprung punktsymmetrische Parabel 3. Grades: f(x) = ax® +bx
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Losungen 1. Von der Gleichung zur Kurve

Losungen
Analysis

1 Von der Gleichung zur Kurve

1.1 Ganzrationale Funktionen

a) f(x)=4x+1
Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) =4-0+1=1 =S(0|1)
Schnittpunkt mit der x-Achse: f(x) =0 bzw. Sx+ 1 =0 fithrt zux = —2 = N (-2 0)

Es handelt sich um eine Gerade mit y-Achsenabschnitt » = 1 und Steigung m = %

b) fx) =—3x
Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) =—2-0=0 = S(0|0)
Schnittpunkt mit der x-Achse: f(x) = 0 bzw. —2x =0 fithrt zux =0 = N(0] 0).
Es handelt sich um eine Ursprungsgerade (Gerade durch den Koordinatenursprung) mit
y-Achsenabschnitt b = 0 und Steigung m = f%.
&) f(x) = —x+1
Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) =—1-0+1=1 = S(0] 1)
Schnittpunkt mit der x-Achse: f(x) =0 bzw. —x+ 1 =0 filhrtzux=1 = N(1 | 0)
Es handelt sich um eine Gerade mit y-Achsenabschnitt b = 1 und Steigung m = —1.

y y
4 4
N\ &
2 3 g, 3
&
2 2
1 1
X X
-4 -3-2 -1 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4
-1 -1
-2 -2
-3 -3
-4 -4

a) g1: f(x) = 3x+1,b) go: f(x) = —3x ¢) g3 flx) = —x+1

d) flx)=(x=1)*—4
Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = (0—1)2—4= -3 =S(0| -3)
Schnittpunkt mit der x-Achse: f(x) = 0 bzw. (x — 1)?> —4 = 0 fiihrt zu x; = 3,
xp =—1 = N;(3]0),Nz(—1|0). Es handelt sich um eine Normalparabel, die um eine
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1. Von der Gleichung zur Kurve Losungen

LE nach rechts und 4 LE nach unten verschoben wurde, d.h. eine nach oben gedffnete
Normalparabel mit Scheitel bei (1 | —4).

e) f(x) =—x*>+4
Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = —02+4=4 = S(0|4)
Schnittpunkt mit der x-Achse: f(x) =0 bzw. —x*>+4 =0 fihrt zux; =2, x, = —2
= Ni(2]0),Na2(=2]0).
Es handelt sich um eine Normalparabel, die an der x-Achse gespiegelt und dann um vier LE
nach oben verschoben wurde, d.h. eine nach unten gedffnete Normalparabel mit Scheitel

(0]4).
N | .
VL / )
VL | :
\L / AENA
4 3 2 1\ _11 2 /3 4 4 3 /2 1 _11 2\ 3 4
Ny / NE
i / NEA
\ / NEA
f \
d flx)=(x—1)7>-4 e) f(x) = —x"+4

f) f(0)=—(x+1)*+1
Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = —(0+1)24+1=0 =S(0|0)
Schnittpunkt mit der x-Achse: f(x) = 0 bzw. f(x) = —(x+1)>+ 1 =0 fithrt zu x; =0,
Xp=-2 = Nl(O | 0) s Nz(—2 | 0).
Es handelt sich um eine Normalparabel, die an der x-Achse gespiegelt und anschlieBend
um eine LE nach links und eine LE nach oben verschoben wurde, d.h. eine nach unten
geoffnete Normalparabel mit Scheitel (—1 | 1).

9 fl)=@x-1)0>+1
Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = (0—1)>+1=0 = S(0|0)
Schnittpunkt mit der x-Achse: f(x) = 0 bzw. f(x) = (x— 1)* + 1 = 0 fiihrt zu
x=0 =N(0]0).
Es handelt sich um eine kubische Parabel, die um eine LE nach rechts und eine LE nach
oben verschoben wurde.

h) fx) = —(x+1)°
Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = —(0+1)*=—1 =S(0| —1)
Schnittpunkt mit der x-Achse: f(x) = 0 bzw. f(x) = —(x+1)3 =0 fiihrt zu x = —1
=N(-1]0).
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Losungen 1. Von der Gleichung zur Kurve

Es handelt sich um eine kubische Parabel, die an der x-Achse gespiegelt und anschlieSend
um eine LE nach links verschoben wurde.

i) flx)=2x"-2
Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) =2-0°—-2= -2 =S(0| -2).
Schnittpunkt mit der x-Achse: f(x) = 0 bzw. f(x) = 2x*> — 2 = 0 fiihrt zu x = 1
= N(1]0). Es handelt sich um eine kubische Parabel, die mit Faktor 2 in y-Richtung ge-
streckt und um zwei LE nach unten verschoben wurde.

y Yy

4 M
3 3 /

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 -4 -3 -2 -l 1 2 3 4

/ *N 1
D flx)=—(x+1)>+1 2 flx)=(x—1)7+1
y y

| —

EN

w S
1

-4-3-2-1\1234 -4 -3 -2 -l 12 3 4

i '2
.:i 3
-4 4
|
h f(x)=—(x+1)° D flx) =20 -2

1.2 Trigonometrische Funktionen

a) f(x) =2sinx
Periode: p = ZT” =27.
Das Schaubild der Funktion g(x) = sinx wurde mit Faktor 2 in y-Richtung gestreckt.

b) f(x) = 1cosx
Periode: p = ZT” =27.
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1. Von der Gleichung zur Kurve Losungen

Das Schaubild von g(x) = cosx wurde mit Faktor % in y-Richtung gestaucht (bzw. ge-

streckt).

a) f(x) =2sinx b) f(x)=1cosx

¢) f(x) = sin(2 )

Periode: p = 5 = 7.
Das Schaublld der Funktion g(x) = sinx wurde mit Faktor 2 in x-Richtung gestaucht.

d) flx)= —sin(2x) +1
Periode: p = 5 = 1.
Das Schaublld der Funktion g(x) = sinx wurde an der x-Achse gespiegelt, mit Faktor 2 in

x-Richtung gestaucht und um eine LE nach oben verschoben.

y y
2 2
1 1 /
T T} X T T X
-4 /-3 2 1 1 2 3 4 -4 -3 2 1 1 2 3 4
-1 -1
- -2
c) f(x)=sin(2x) d) f(x) =—sin(2x)+1

e) flx)= sin(x+ )
Periode: p = =& =2m.
Das Schaublld der Funktion g(x) = sinx wurde um eine LE nach links verschoben.

f) f(x) = zsm(ZX) +3
Periode: p = & = 1.
Das Schaublld der Funktion g(x) = sinx wurde in x-Richtung mit Faktor 2 und in y-

Richtung mit Faktor % gestaucht, anschlieBend wurde es um % LE nach oben verschoben.
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Losungen 1. Von der Gleichung zur Kurve

e) f(x)=sin(x+1) ) flx)= %sin(Zx) + %

1.3 Exponentialfunktionen

a) flx)=e""+1
Asymptote: x — —oo fithrt zu y = 1 (waagerechte Asymptote).
Das Schaubild der Funktion g(x) = ¢* wurde um eine LE nach rechts und eine LE nach
oben verschoben.

b) f(x)=—e"1+1
Asymptote: x — —oo fithrt zu y = 1 (waagerechte Asymptote).
Das Schaubild der Funktion g(x) = ¢* wurde an der x-Achse gespiegelt und anschlieBend
um eine LE nach rechts und eine LE nach oben verschoben.

©) flx)=e D42
Asymptote: x — oo fiihrt zu y = 2 (waagerechte Asymptote).
Das Schaubild der Funktion g(x) = e~* wurde um eine LE nach rechts und zwei LE nach
oben verschoben.

d) flx)=—e 1 41=—e0"Dyp]
Asymptote: x — oo fiihrt zu y = 1 (waagerechte Asymptote).
Das Schaubild der Funktion g(x) = ¢~ wurde an der x-Achse gespiegelt und anschlieBend
um eine LE nach rechts und eine LE nach oben verschoben.

y y
6 / 2
5 // —7 !
¢ 4 3 2 -1 1 2 3 4
3 -1
2 -2
— 1 -3 \\
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 h \
1 -5 \
2 6
a) fx)=e"1+1 b) f(x) =—e"1+1
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1. Von der Gleichung zur Kurve Losungen

y y
\l, 2
\ 5 1 —

} 4 3 2 1 1 2 3 4
3 -1
2 — o
1 -3
x [,

4 3 2 1 1 2 3 4 /

-1 / -5
) -6
o) flx)=e V42 d) flx)=—e 41
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