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Erfolg von Anfang an

Das vorliegende Ubungsbuch ist speziell auf die Anforderungen des Wahlteils des Mathematik-
Abiturs in Baden-Wiirttemberg abgestimmt. Es umfasst die zwei groen Themenbereiche Analy-
sis und Geometrie sowie die Original-Abituraufgaben seit 2004 in einem Buch.

Der Wahlteil besteht aus komplexeren Aufgaben, die mit Hilfe eines grafikfihigen Taschenrech-
ners (GTR) und einer Formelsammlung geldst werden sollen. Der Schwerpunkt liegt auf der
Analysis. Thematisch geht es um anwendungsbezogene Transferaufgaben, um das Modellieren
realitdtsnaher Aufgabenstellungen, um das Herstellen von Zusammenhzngen und das Entwickeln
von Losungsstrategien.

Genau hierfiir wurde das vorliegende Buch konzipiert: Es fordert das Denken bei Anwendungs-
aufgaben und die Vernetzung des Gelernten sowie die Ubertragung der Grundkompetenzen des
Pflichtteils auf neue Problemstellungen. Das Ubungsbuch ist eine Hilfe zum Selbstlernen (lear-
ning by doing) und bietet die Moglichkeit, sich intensiv auf die Priifung vorzubereiten und gezielt
Themen zu vertiefen. Hat man dabei Erfolg, machen Mathematik und Lernen wieder mehr Spal.

Der blaue Tippteil

Manchmal hat man keine Idee, wie man eine Aufgabe angehen soll bzw. es fehlt der Losungsan-
satz. Hier hilft der blaue Tippteil in der Mitte des Buches weiter: Zu jeder Aufgabe gibt es dort
Tipps, die helfen, einen Ansatz zu finden, ohne die Losung vorwegzunehmen.

Wie arbeitet man mit diesem Buch

Am Anfang des Buchs befinden sich Aufgaben aus der Analysis und der Geometrie. Jede Aufgabe
entspricht in Umfang und Schwierigkeit in etwa den Aufgaben im Abitur. Nach Moglichkeit sind
die Aufgaben in ansteigender Schwierigkeit angeordnet. Da es sich um voneinader unabhéngige
Aufgaben handelt, konnen diese aber auch so durchgearbeitet werden, wie es jedem einzelnen
sinnvoll erscheint. In der Mitte des Buches befindet sich der blaue Tippteil mit Denk- und L6-
sungshilfen. Die Losungen mit ausfiihrlichen verstdndlichen Losungswegen bilden den dritten
Teil des Ubungsbuchs. Hier findet man die notwendigen Formeln, Rechenverfahren und Denk-
schritte sowie alternative Losungswege. Im Anhang befinden sich die Orginal-Abituraufgaben
seit 2004 mit Tipps und Losungen.

Aus produktionstechnischen Griinden befindet sich das Stichwortverzeichnis auf Seite 285, am
Ende des Losungsteils.

Der Aufbau der Mathematikpriifung
e Die gesamte Priifungszeit betrigt 240 Minuten (vier Zeitstunden).
e Der Lehrer erhilt vor der Priifung den Pflichtteil und fiir den Wahlteil drei Aufgabenvor-

schldage aus der Analysis und zwei aus der Geometrie. Er wihlt aus den Vorschlidgen fiir
den Wahlteil je einen aus der Analysis bzw. der Geometrie aus.
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e Der Schiiler erhilt zu Beginn der Priifung alle Aufgaben (den Pflichtteil und den vom Leh-
rer ausgesuchten Wahlteil, bestehend aus Analysis und Geometrie). Er erhilt zu diesem
Zeitpunkt noch keine Hilfsmittel.

e Er bearbeitet zuerst den Pflichtteil (Richtzeit: 80 Min), dann gibt er den Pflichtteil ab und
erhilt die Hilfsmittel (Taschenrechner, Formelsammlung) fiir den Wahlteil.

Insgesamt konnen maximal 60 Verrechnungspunkte in der Priifung erzielt werden, davon 26 im
Pflichtteil und 34 im Wahlteil. Wer den Pflichtteil vollstandig richtig bearbeitet hat und im Wahl-
teil mindestens einen Verrechnungspunkt erhilt, bekommt die Note ausreichend (5 Notenpunkte).

Allen Schiilern, die sich auf das Abitur vorbereiten, wiinschen wir viel Erfolg.

Helmut Gruber, Robert Neumann
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1. Gebrochenrationale Funktion — Laptop

Analysis

1 Gebrochenrationale Funktion — Laptop

Tipps ab Seite 33, Losungen ab Seite 49

a)

b)

Die Herstellungskosten eines Laptops in Abhédngigkeit von der produzierten Stiickzahl wer-
den durch die Funktion H mit

1200x +45000
Hix) = 2x+3 .

’x/

beschrieben (x: Stiickzahl, H(x): Herstellungskosten des x-ten Laptops in € ).
Thr Schaubild sei K.

Skizzieren Sie K und zeigen Sie, dass die Herstellungskosten fortwihrend sinken.

Wie hoch sind die langfristigen Herstellungskosten?

Berechnen Sie die durchschnittlichen Herstellungskosten eines Laptops bei einer Stiickzahl
von 1000 bzw. 10000 Stiick.

Ein Discounter, der die Laptops zum Herstellungspreis einkauft, verkauft den Laptop zu

einem Preis von 629 €.

Ab welcher Stiickzahl liegen die Herstellungskosten erstmals unter dem Verkaufspreis?
Wie hoch ist der zu erwartende Gewinn des Discounters, wenn 20000 Laptops bei der
Herstellerfirma geordert werden und die Verkaufsrate 98 % betrigt ?

Wie hoch muss die Verkaufsrate mindestens sein, so dass kein Verlust entsteht ?

Das Schaubild der Funktion f mit f(x) (le)z + 2, die x-Achse sowie die Geraden mit

den Gleichungenx =n und x = n+ 1 (n > 2) begrenzen eine Fliche mit dem Inhalt A(n).

Die Zahlenfolge (a,) ist gegeben durcha, = A(n);n>2,n € IN.

Bestimmen Sie a, und a3 sowie den Grenzwert der Zahlenfolge.

Untersuchen Sie (a,) auf Monotonie.



Tipps 2. Gebrochenrationale Funktion — Heizkosten

Tipps
Analysis

1 Gebrochenrationale Funktion — Laptop

a) Erstellen Sie mit dem GTR eine Wertetabelle und skizzieren Sie K.
Mit Hilfe von H'(x) konnen Sie das fortwihrende Sinken nachweisen.
Die langfristigen Kosten ermitteln Sie durch x — oo.
Die Durchschnittskosten erhalten Sie durch die Berechnung von Integralen (GTR), dabei

b
gilt fiir den Mittelwert von Integralen: i1 = / f(x)dx.
a

Wenn Sie die Kurve mit einer Geraden schneiden, erhalten Sie die Gleichheit von Herstel-
lungskosten und Verkaufspreis.
Uberlegen Sie, wie sich der Gewinn zusammensetzt.

b) Berechnen Sie A(n) durch Integration, a, und a3 erhalten Sie durch Einsetzen, den Grenz-
wert durch n — oo,
Zur Monotoniebestimmung berechnen Sie a,, — a;41:
Falls a, — ap41 > 0 fiir alle n, ist (a,) streng monoton fallend;
falls a, — a,+1 < O fiir alle n, ist (a,) streng monoton wachsend.

2 Gebrochenrationale Funktion — Heizkosten

a) Fiir die Definitionsbereichsbestimmung setzen Sie den Nenner gleich Null.
Wihlen Sie fiir ¢ drei beliebige Werte, um die Kurven zu skizzieren.
Untersuchen Sie (ohne Rechnung) die Kurven fiirt = 1,7 > 1 und ¢ < 1 auf Asymptoten,
Symmetrie, Schnittpunkte mit den Achsen, Hoch-, Tief- und Wendepunkte.
Uberlegen Sie, ob Achsen- oder Punktsymmetrie vorliegt; bei Achsensymmetrie zu x = a
gilt: f(a+h) = f(a— h), bei Punktsymmetrie zu P (a | b) gilt: MW =b.
Um die Punkte mit minimalem Abstand zu erhalten, stellen Sie eine Abstandsfunktion
zwischen Punkt P und einem Punkt Q (x | f(x)) der Kurve auf.

Der Abstand zweier Punkte ist d = \/(xz —x )2 + 00—y )2.

Bestimmen Sie die Minima mit Hilfe des GTR.
Uberlegen Sie, welche Eigenschaften Punkte auf der 1. Winkelhalbierenden haben.

b) Bestimmen Sie die Heizkosten ohne Dammung (d = 0) und setzen Sie ein Viertel davon
mit H(d) gleich.
Uberlegen Sie, wie sich die Gesamtkosten G in 30 Jahren zusammensetzen, stellen Sie eine
Funktion G(d) auf und bestimmen Sie mit dem GTR das Minimum.
Berechnen Sie jeweils die Gesamtkosten, die Ersparnis ergibt sich aus der Differenz.
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Losungen

Analysis

1 Gebrochenrationale Funktion — Laptop

a) EsistH(x) = %ﬁfooo; x>0
H® |
2000 + \K
1500 \
1000
\\
500 H =600
X
50 100 150 200

Diese Losung verwendet den Ansatz eines kontinuierlichen Modells. Um zu zeigen, dass

die Herstellungskosten fortwihrend sinken, bestimmt man H'(x) mit der Quotientenregel

1200 (2x43) — (1200x +45000) - 2

H'(x) (2x+3)2

—86400
(2x+3)
Da H'(x) < 0, ist H streng monoton fallend, also sinken die Herstellungskosten fortwih-

rend.
Die langfristigen Herstellungskosten erhélt man, wenn x — oo geht:

- _ i 12005445000 _ 1200 _
lim H(x) = lim -=255E20000 — 130 — 600.

X—00 X—00 2x+3

Die Herstellungskosten betragen langfristig 600 €.

Die durchschnittlichen Herstellungskosten H eines Laptops erhilt man durch folgende In-
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tegrale:
_ 1 1000 1 1000 1200x+ 45000
H=—— H - —740.4

! 1000/0 (x)dx 1000./0 g3 X 740.48
_ 1 10000 1 10000 12005+ 45000
e H(x)dx = —— 2T D iy = 619,02.
2 10000/0 (x)dx 10000/0 w3 :

Die durchschnittlichen Herstellungskosten eines Laptops betragen bei 1000 Stiick 740 €,
bei 10000 Stiick 619 €.

Man erhalt die Gleichheit von Herstellungskosten und Verkaufspreis, wenn man das Schau-
bild von H mit der Geraden y = 629 schneidet. Mit dem GTR erhélt man x = 743,33, also
liegen die Herstellungskosten ab einer Stiickzahl von 744 erstmals unter dem Verkaufs-

preis.

Den Gewinn G erhilt man, indem man vom Verkaufserlds die Herstellungskosten abzieht:
Der Verkaufserlos ergibt sich aus 98 % von 20000 Laptops a 629 €, also
0,98-20000- 629 = 12328400.

Die Herstellungskosten erhilt man durch Integration der Herstellungskostenfunktion:

/20000 M)dx— 12205159 (GTR)
0

2x+3
Damit betridgt der Gewinn G = 12328400€ — 12205159 € = 123241 €.

Damit kein Verlust entsteht, muss der Verkaufspreis bei einer Verkaufsrate p gleich grof3
wie die Herstellungskosten sein, also p-20000-629 = 12205159 = p =0,97.

Die Verkaufsrate muss also mindestens 97 % betragen.

b) Esist f(x) = )2 + 2, die Zahlenfolge ist gegeben durch a, = A(n);n >2,n€ IN.

Den Flachenlnhalt A(n) erhilt man durch folgendes Integral:

/ £(x) dxf/nﬂ((x o +2)dr= [~ 2

— g2 (n+ 1) = (=515 +2n)

= f;+”j+2

_ ~1 2:(n=1)-

- 7n-?nfl) + n-(:fl) + rz-?nfl)’Z
2n2—2n+1

= rrlz(nfnng = dn.

Indem man fiir n = 2 einsetzt, erhilt man

_ 2222241 _ 5
Q=" T 1

Indem man fiir n = 3 einsetzt, erhilt man
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Losungen 1. Gebrochenrationale Funktion — Laptop

_ 2322341 _ 13
B="33-1) ~ 6

Der Grenzwert der Zahlenfolge ist

) o2 o2
lima, = lim 22201 — |y 222041 % =2.

. 2
n—oo n—oo -1 1 N—oo N°—N

Wenn man (a,) auf Monotonie untersucht, liegt die Vermutung nahe, dass (a,) streng mo-
noton fallend ist.
Um dies zu zeigen, berechnet man a, — a,+1:

2 =2n4l 2-(n41)P-2(n+1)+1
In =l = 2 = 1) (n+1)-(ntr1—1)

_ 2n? —2n+1 2n2+42n+1
 n-(n—1) (n+1)n

(2n*=2n+1)-(n+1) (2n*+2n+1)(n—1)

n-(n—1)-(n+1) (n+1)-n-(n—1)

23 —n+1 2n3—n—1

n-n—1)-(n+1) (n+1)-n-(n—1)

2
:n~(n71)~(n+1)>0.

Da a, — a4 > 0, ist die Folge (a,) streng monoton fallend.
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