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Vorwort

VYorwort

Erfolg von Anfang an

...ist das Geheimnis einer gut gelaufenen Priifung! Mit Hilfe dieses Ubungsbuchs kénnen Sie
sich Schritt fiir Schritt an die Priifung heranarbeiten: Der erste Teil besteht aus Aufgaben zum
Basiswissen bzw. dem Hilfsmittelfreien Teil.

Der blaue Tippteil und die Losungen

Hat man keine Idee, wie man eine Aufgabe angehen soll, hilft der blaue Tippteil zwischen Auf-
gaben und Losungen weiter: Zu jeder Aufgabe gibt es dort Tipps, die helfen, einen Ansatz zu

finden, ohne die Losung vorwegzunehmen.

Die Losungen mit ausfiihrlichen verstindlichen Losungswegen bilden den dritten Teil des Ubungs-
buchs. Hier finden Sie die notwendigen Formeln, Rechenverfahren und Denkschritte sowie manch-

mal alternative Losungswege.

Die Musteraufgaben

Der letzte Teil des Buchs besteht aus Musteraufgaben, die in Umfang und Schwierigkeit der
neuen Priifung entsprechen. So konnen Sie sich bestmoglichst auf die eigentliche Priifung vor-
bereiten.

Wie arbeiten Sie mit diesem Buch?

Am Anfang jedes Kapitels finden Sie eine kurze Ubersicht iiber die jeweiligen Themen. Die
einzelnen Kapitel bauen zwar aufeinander auf, doch ist es nicht zwingend notwendig, das Buch
der Reihe nach durchzuarbeiten. Die Aufgaben sind in der Regel in ihrer Schwierigkeit gestaffelt.

Von fast jeder Aufgabe gibt es mehrere Variationen zum Vertiefen.
Bereits durchgearbeitete Kapitel konnen Sie im Kistchen «abhaken». ]

Bei einigen Aufgaben ist es notig, den Taschenrechner zu benutzen. Nicht bei allen Rechner-

funktionen ist gleich klar, wie sie aufgerufen werden.

Daher befinden sich im Buch QR-Codes fiir die entsprechenden Videos, in denen die Funktio-
nen des Tachenrechners kurz erkldrt werden. Der QR-Code kann mit einer entsprechenden App
gescannt werden. Alternativ lédsst sich auch der Link unter dem Code benutzen.
FIEI%IEI Der Code neben diesem Text verweist z.B. auf ein Video zum Erstellen einer Wertetabelle.
Et\,,da: Allen SchiilerInnen, die sich auf die Fachhochschulreife vorbereiten, wiinschen wir viel Erfolg.

Helmut Gruber, Robert Neumann
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Vorwort

Der Ablauf der Priifung

Die Mathematikpriifung dauert insgesamt 3 Stunden und 20 Minuten und besteht aus zwei Teilen:

Teil 1

Der «Hilfsmittelfreie Teil», der auch als «Pflichtteil» bezeichnet wird.

Dieser Teil ist ohne Hilfsmittel, d.h. auch ohne Taschenrechner zu bearbeiten. Er besteht aus
verschiedenen kurzen Aufgaben. Da Sie diesen Teil verpflichtend bearbeiten miissen, wird er
manchmal auch als «Pflichtteil» bezeichnet.

Im Pflichtteil konnen maximal 30 Punkte erreicht werden.

Teil 2

Der Analysis-Teil, der auch als «Wahlteil» bezeichnet wird.
Fiir diesen Teil erhalten Sie drei Aufgabenteile, aus denen Sie zwei zur Bearbeitung auswihlen,
daher wird dieser Teil manchmal als «Wabhlteil» bezeichnet.

Im Wahlteil konnen maximal 60 Punkte erreicht werden.

Im Folgenden ist der Ablauf der Priifung noch einmal grafisch dargestellt:

Teil 1 Teil 2
Pflichtteil Wahlteil
Hilfsmittelfreier Teil
ohne WTR
ohne Merkhilfe
mehrere kurze Aufgaben | | aus drei Aufgaben werden zwei gewéhlt
30 Punkte 60 Punkte
3 Stunden 20 Minuten Zeit




1. Gleichungen

1 Gleichungen O

Tipps ab Seite 41, Losungen ab Seite 57

Ausklammern ) pg-Formel
Quadratische
Gleichungen
Satz vom Methoden
Nullprodukt abc-Formel
Substitution
Substitution
GauB- Gleichungen E_!‘:churg:ac’n
Verfahren 6herer Ordnung
Lineare Ausklammern

Gleichungssysteme

Steckbrief-

Aufgaben Trigonometrische Gleichungen

Was sind Gleichungen

Die verschiedenen Gleichungen konnte man auch als einen «Werkzeugkasten» bezeichnen: Man
braucht sie eigentlich in vielen Gebieten als Hilfsmittel, immer wenn man eine Unbekannte (die

in der Regel als x bezeichnet wird) bestimmen will.

Wie man vorgeht, um eine Gleichung zu 16sen, kann sehr unterschiedlich sein. Das héngt sehr
von der Art der Gleichung ab. Gliicklicherweise kann man aber die meisten Gleichungstypen

sehr gut voneinander unterscheiden und weifl dann entsprechend, wie man vorzugehen hat

Wo braucht man Gleichungen?

Eigentlich fast iiberall: Viele mathematische Problemstellungen fiithren auf eine Gleichung, die
man 16sen muss, sei es beim Bestimmen einer Nullstelle oder beim Berechnen eines Extrem-
werts.



1. Gleichungen

1.1 Potenzgleichungen ]

Bei Potenzgleichungen kommt x als Basis einer Potenz vor, z.B. x> oder x°, im Gegensatz zu
Exponentialgleichungen, wo x als Exponent (wie bei e*) vorkommt.

Bei Gleichungen, in denen x als Quadrat oder hohere Potenz vorliegt, sollten Sie zuerst versu-
chen, x oder auch x? auszuklammern. Geht das nicht, z.B. weil ein absolutes Glied vorliegt, so
hilft unter Umstédnden der Satz vom Nullprodukt: «Ein Produkt ist genau dann gleich Null, wenn
(mindestens) einer der Faktoren gleich Null ist.» Hierzu setzt man die einzelnen Faktoren gleich
Null. Oder man substituiert x> = z und 16st die entstandene Gleichung nach z auf!. Durch Re-
substituieren erhilt man dann die Losungen fiir x. Bei quadratischen Gleichungen hilft entweder
die pg-Formel oder die abc-Formel (Mitternachtsformel) weiter. Sie sollten eine dieser beiden

Formeln auswendig konnen.

Beispiel:

Gesucht sind die Losungen der Gleichung x* — 5x% 4 4x = 0. Zuerst wird x ausgeklammert:
x- (xz —5x+ 4) = 0. Mit Hilfe des Satzes vom Nullprodukt erhilt man die Losung x; = 0 und
aus x> — 5x + 4 = 0 mit Hilfe der pg- oder abc-Formel die Losungen x, = 1 und x3 = 4.

Aufgaben:

Losen Sie folgende Gleichungen:
)22 -6=0 b) 22 4+3x—4=0 ¢) (x—1)-(x—4)>=0
d)x*-(3x—6)=0 e) x> —4x=0 f)2x*—3x3=0
g)x4—3x3—|—2x2:0 h)x3—5x2+6x=0 Daxt—4x?+3=0

D2t —5x242=0
1.2 Exponentialgleichungen []

Beim Losen von Exponentialgleichungen gelten die gleichen Regeln, die oben schon erwihnt

wurden. Zusitzlich ist zu beachten:
e Der Satz vom Nullprodukt hilft oft weiter, beachten Sie, dass ekx = 0 ist.
e Es gilt > = (¢¥)*, sowie ¢ = 1 und In1 = 0.
e Um eine Exponentialgleichung nach x aufzuldsen, wird die Gleichung auf beiden Seiten
«logarithmiert», da In (¢%) = z ist.

Beispiel:
e =3|In
In (¢**) =In(3)
2x =1n(3)
In(3)
T

"Das funktioniert nur, wenn x mit geraden Exponenten vorkommt.



Tipps 1. Gleichungen

1 Gleichungen

1.1 Potenzgleichungen
a) Verwenden Sie die abc-Formel: Die quadratische Gleichung ax? 4 bx + ¢ = 0 lisst sich

. A/ B2 . .. . . .
mit der abc-Formel x1 » = W 16sen. Alternativ konnen Sie diese Gleichung auch

umformen und durch Wurzelziehen 16sen.
b) Verwenden Sie die abc-Formel .

¢) -d) Verwenden Sie den Satz vom Nullprodukt: Setzen Sie jeden einzelnen Faktor gleich Null
und 16sen Sie die entstandenen Gleichungen nach x auf.

e) - h) Klammern Sie x oder x2 oder x> aus und bestimmen Sie damit die erste Losung. Verwenden
Sie den Satz vom Nullprodukt. Eine quadratische Gleichung 16sen Sie mit der abc-Formel.

i) -j) Dies sind biquadratische Gleichungen: Substitutieren Sie x> durch z. Die quadratische
Gleichung 16sen Sie mit Hilfe der abc-Formel nach z auf. Durch anschlieBende Riicks-
ubstitution und Wurzelziehen erhalten Sie die gesuchten Losungen.

1.2 Exponentialgleichungen

a)-d) Losen Sie die Gleichungen durch Logarithmieren. Achten Sie darauf, dass Sie zunéchst

kx

vereinfachen und erst logarithmieren, wenn e** «isoliert» ist.

e) - g) Verwenden Sie den Satz vom Nullprodukt: Setzen Sie jeden einzelnen Faktor gleich Null
und tiberlegen Sie, ob Losungen existieren. Durch Logarithmieren oder Wurzelziehen er-

halten Sie Losungen.

2x

h) -i) Klammern Sie zuerst e¢* bzw. e“* aus und verwenden Sie dann den Satz vom Nullprodukt.

j) - k) Substitutieren Sie ¢* = z und losen Sie dann die quadratische Gleichung mit der abc-
Formel. Durch anschlieBende Riicksubstitution von z konnen Sie x berechnen.

1.3 Trigonometrische Gleichungen

Skizzieren Sie den Verlauf von sinx bzw. cosx. Achten Sie auf das Losungsintervall.

a) - b) Substituieren Sie den Term in der Klammer durch z, 16sen Sie die Gleichung und resubsti-
tuieren Sie wieder.

¢) - f) Verwenden Sie den Satz vom Nullprodukt. Eventuell miissen Sie sinx ausklammern.

g) - h) Vereinfachen Sie die Gleichung jeweils und substituieren Sie den Term in der Klammer
durch z, 16sen Sie die Gleichung und resubstituieren Sie wieder.

1) -j) Substituieren Sie sinx = z bzw. cosx = z, losen Sie mit Hilfe der abc-Formel die entstan-

dene quadratische Gleichung und resubstituieren Sie wieder.
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Losungen 1. Gleichungen

1 Gleichungen

1.1 Potenzgleichungen

—b++\/b%2—4ac

Die quadratische Gleichung ax® + bx + ¢ = 0 lisst sich mit der abc-Formel x; 2= o
16sen.

E

1]

a) Die quadratische Gleichung %xz — 6 = 0 ldsst sich mit der abc-Formel 16sen. Mit a =
b =0und c = —6 ergibt sich:

—0£,/02-4-3-(-6) 4./T6 +4 3
X1 = 5 =—3 =7 =%y
2-3 3 3
Daraus ergeben sich die Losungen x; =4 - % =3und x; = —4- % =-3.

Alternativ kann man die gegebene Gleichung auch umformen:

2
gxz —6=0
2,
2 =6
3x
2x* =18
2=9
Durch Wurzelziehen erhélt man die Losungen x; = —3 und xp = 3.

b) Die Gleichung x* 4+ 3x —4 = 0 lisst sich mit der pg-oder abc-Formel 16sen. Mit a = 1,
b =3 und c = —4 ergibt sich:

—3+./32—-4-1-(-4) -3£V25 -3%5
2-1 2 2

X102 =

=3-5 =8

=345 _ 2 _ _ — —
T—E—lundxz—T—T——4.

Daraus ergeben sich die Losungen x; =

¢) Die Gleichung (x— 1) - (x—4)* = 0 16st man mit Hilfe des Satzes vom Nullprodukt:
x—1 =0 fiihrt zur Losung: x; = 1 und (x—4)? = 0 bzw. x — 4 = 0 fiihrt zur Losung:
Xy = 4.

d) Die Gleichung x? - (3x — 6) = 0 16st man mit Hilfe des Satzes vom Nullprodukt:
x? = 0 fiihrt zur Losung x; = 0 und 3x — 6 = 0 zur Losung x, = 2.

e) Bei der Gleichung x* — 4x = 0 kann man x ausklammern: x - (x*> —4) = 0. Diese Gleichung
16st man mit Hilfe des Satzes vom Nullprodukt:
x = 0 fiihrt zur Losung x; = 0 und x> — 4 = 0 fiihrt durch Wurzelziehen zu den Losungen
xp =2und x3 = —2.
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1.2 Exponentialgleichungen Losungen

f) Bei der Gleichung 2x* — 3x® = 0 kann man x* ausklammern: x* - (2x — 3) = 0. Diese Glei-
chung 16st man mit Hilfe des Satzes vom Nullprodukt:
x% = 0 fiihrt zur Losung x; = 0 und 2x — 3 = 0 fiihrt zur Losung x, = %

g) Bei der Gleichung x* — 3x® +2x> = 0 kann man x* ausklammern: x> - (x> — 3x +2) = 0.
Diese Gleichung 16st man mit Hilfe des Satzes vom Nullprodukt:
x? = 0 fiihrt zur Losung x; = 0 und x> — 3x 42 = 0 fiihrt mit Hilfe der pq- oder abc-Formel
zu xp = 1 und x3 = 2.

h) Bei der Gleichung x* — 5x 4 6x = 0 kann man x ausklammern: x - ()c2 —5x+ 6) =0. Diese
Gleichung 16st man mit Hilfe des Satzes vom Nullprodukt:
x = 0 fiihrt zur Losung x; = 0 und x> — 5x + 6 = 0 fiihrt mit Hilfe der abc-Formel zu x = 2
und x3 = 3.

i) Bei der Gleichung x* — 4x? + 3 = 0 kann man x> = z substituieren: Die Gleichung wird zu
722 — 47+ 3 = 0. Losen mit Hilfe der abc-Formel ergibt z; = 1 und z = 3. Die Riicksubsti-
tution x2 = 1 fiihrt durch Wurzelziehen zu den Losungen xq = &1 und x% = 3 fiihrt durch
Waurzelziehen zu den Losungen x3 4 = +/3.

j) Bei der Gleichung 2x* — 5x%4-2 = 0 fiihrt die Substitution x> = z zu 27> — 57+2 = 0. Losen
mit Hilfe der abc-Formel ergibt z; =2 und z; = % Die Riicksubstitution x> = 2 fiihrt durch
Waurzelziehen zu den Losungen x; 2 = +v/2 und x? = % fithrt durch Wurzelziehen zu den

.. N 1
Losungen x3 4 = :i:\/;.

1.2 Exponentialgleichungen

a) Die Gleichung e** = 4 16st man durch Logarithmieren:

=4 |In
In(e*) =In(4)
3x =1In(4)
_In(4)
T3

b) Die Gleichung 3 - ¢ = 12 16st man durch Logarithmieren:

3.e5=12 |:3
e =4 |In

In (¢**) =In(4)
2x = In(4)
In(4)

T
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Losungen 1.2 Exponentialgleichungen

¢) Die Gleichung 6 — 2 - ¢ = 0 16st man durch Logarithmieren:

6—2-¢*=0
6=2-¢" |:2
3=¢”  |In
In(3) = In (e*)
In(3) =2x
ln;?)) .

d) Die Gleichung 8 — 4 - ¢%* = 0 16st man durch Logarithmieren:

8—4-eM=0
8=4.¢% |:4
2=¢%%  |In
In(2) = In (eOvSX)
In(2) =0,5x
o
2-1n(2) =x

e) Die Gleichung (2x+4)- (¢** —4) = 0 16st man mit Hilfe des Satzes vom Nullprodukt:

2x+4 = 0 fiihrt zur Losung: x; = —2 und ¢* —4 = 0 fiihrt durch Logarithmieren zur

Losung xp = mg”.

f) Die Gleichung (2x* —2) - (¢7* —2) = 0 16st man mit Hilfe des Satzes vom Nullprodukt:
2x% — 2 = 0 fiihrt durch Wurzelziehen zu den Losungen: x1 o = £1
e~ —2 =0 fiihrt durch Logarithmieren zur Losung x3 = —In(2).

g) Die Gleichung (x? —4) - €>* = 0 16st man mit Hilfe des Satzes vom Nullprodukt:
x? —4 = 0 fiihrt zu den Losungen: x; = —2, x, = 2. Die Gleichung ¢%* = 0 besitzt keine

weitere Losung.

h) Die Gleichung e** — 3¢* = 0 fiihrt durch Ausklammern zu ¢* - (¢** — 3) = 0. Diese Glei-
chung 16st man mit Hilfe des Satzes vom Nullprodukt: ¢* = 0 besitzt keine Losung und
e* — 3 = 0 fiihrt zur Losung x = @

i) Die Gleichung e>* = 4¢** fiihrt zu e> — 4e>* = 0 bzw. durch Ausklammern von e** zu
> (63)‘ — 4) = 0. Diese Gleichung 16st man mit Hilfe des Satzes vom Nullprodukt: e>* =0

besitzt keine Losung und e3* — 4 = 0 fiihrt zur Losung x = w.
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1.3

Trigonometrische Gleichungen Losungen

i)

k)

1.3

60

a)

b)

)

d)

Bei der Gleichung ¢ — 6¢* 45 = 0 substituiert man ¢* = z: Wegen e2* = (¢*) gilt > = 2.

Die Gleichung e** — 6¢* +5 = 0 wird damit zu z> — 6z+ 5 = 0. Losen mit pq- oder abc-
Formel ergibt z; = 5 und z; = 1. Die Riicksubstitution ¢* = 5 fiihrt zur Losung x; = In(5),
die Riicksubstitution ¢* = 1 fiihrt zur Lésung x, = In(1) = 0.

Die Gleichung ¢** — 8 = 2¢* wird umgeformt zu ¢%* — 2¢* — 8 = 0. Substituiert man ¢* = z
ergibt sich: z> — 2z — 8 = 0. Losen mit Hilfe der pq-oder abc-Formel ergibt z; = 4 und
75 = —2. Die Riicksubstitution ¢* = 4 fiihrt zur Losung x = In(4), die Riicksubstitution
¥ = —2 fiihrt zu keiner weiteren Losung, da ¢* stets groBer als Null ist.

Trigonometrische Gleichungen

Bei der Gleichung sin(3x) = 1; x € [0; 27| substituiert man 3x = z. Dies fiihrt zu sinz = 1

mit den moglichen Losungen z; = %, 7= %7{, 3= %n,

Die Resubstitution z; = £ = 3xergibtx; = £, 25 = %n = 3x ergibtx, = %n,
73 =37 =3x ergibt x3 = 37, z4 = B 7 ergibt keine weitere Losung, da 27 ¢ [0; 27]

Als Losungsmenge erhélt man L = { %n; %n; 3n }

Bei der Gleichung cos(2x) = —1; x € [0; 27] substituiert man 2x = z. Dies fiihrt zu

cosz = —1 mit den moglichen Lésungen z; = &, 20 = 37, z3 = 57, ...

Die Resubstitution z; = & = 2x ergibt x| = %, 70 = 37w = 2xergibtx; = %n, 73 = ST ergibt
keine weitere Losung.

Als Losungsmenge erhélt man L = { %n; %n }

Die Gleichung cosx - (sinx— 1) = 0; x € [0; 7] 16st man mit dem Satz vom Nullprodukt:
cosx = 0 hat im angegebenen Intervall die Losung x = 7.

sinx — 1 = 0 bzw. sinx = 1 hat ebenfalls die Losung x = .

Als Losungsmenge erhdlt man L = { § }.

Die Gleichung sinx- (sinx+ 1) = 0; x € [0; 2] 16st man mit dem Satz vom Nullprodukt:
sinx = 0 hat im angegebenen Intervall die Losungen x; =0, x, = w und x3 = 27.

sinx+ 1 = 0 bzw. sinx = —1 hat die Lésung x4 = %n.

Als Losungsmenge erhilt man L = {O; T %77:; 2 }

Die Gleichung cosx - (cosx+ 1) = 0; x € [0; ] 16st man mit dem Satz vom Nullprodukt:
cosx = 0 hat im angegebenen Intervall die Losung x| = %n.

cosx+ 1 =0bzw. cosx = —1 hat die Losung x, = 7.

Als Losungsmenge erhdlt man L = { $7; 7 }.

Bei der Gleichung sin?x — 2sinx = 0; x € [0; 2] klammert man sinx aus. Es ergibt sich:
sinx - (sinx—2) =0.

Diese Gleichung 16st man mit dem Satz vom Nullprodukt:

sinx = 0 hat im angegebenen Intervall die Losungen x; =0, x, = 7 und x3 = 27.

sinx —2 = 0 bzw. sinx = 2 hat keine weitere Losung.

Als Losungsmenge erhdlt man L = {0; 7; 27 }.





