Analysis A 1 [

Vorbereitungszeit: 20 Minuten, erlaubte Hilfsmittel: Taschenrechner (WTR),

Formeldokument

Gegeben ist die Funktion f durch f(x) =3 — % -e~*; x € IR. Thr Graph sei K.
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a) Berechnen Sie die Schnittpunkte von K mit den Koordinatenachsen und

bestimmen Sie die Gleichung der Asymptote von K .

b) Beschreiben Sie, wie K aus dem Graph der Funktion e* hervorgegangen ist.
Begriinden Sie, dass f streng monoton wachsend ist.

c) Erlautern Sie, wie man den Flidcheninhalt der Fliche zwischen dem Graph von f, der
Geraden mit der Gleichung y = 3, der y-Achse und der Geraden x = 4 bestimmen
kann.

d) Die Gerade mit der Gleichung y = %x + % ist eine Tangente an K.
Beschreiben Sie, wie man die Koordinaten des zugehorigen Beriihrpunkts B erhalten
kann.

e) Beurteilen Sie folgende Aussage: «Es gibt ganzrationale Funktionen vierten Grades,
deren Graphen drei Wendepunkte besitzen».
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Tipps A 1

a)

b)

c)

d)

€)

Den Schnittpunkt S von K¢ mit der y-Achse erhalten Sie, indem Sie x = 0 in f(x) einset-
zen. Den Schnittpunkt N von K mit der x-Achse erhalten Sie, indem Sie die Gleichung
f(x) =0 durch Logarithmieren nach x auflosen.

Zur Bestimmung der Gleichung der Asymptote beachten Sie, dass e fiir x — o gegen
Null geht.

Uberlegen Sie, wie Ky aus dem Graph der Exponentialfunktion ¢* durch Spiegelungen,
Streckungen oder Verschiebungen hervorgeht.

Um zu begriinden, dass f streng monoton wachsend ist, verwenden Sie die 1. Ableitung
von f, die Sie mit der Kettenregel erhalten. Beachten Sie, dass e ™ > 0 gilt.

Falls f'(x) > 0, ist f streng monoton wachsend.

Den gesuchten Flicheninhalt erhalten Sie mithilfe eines Integrals. Beachten Sie, dass die
Gerade mit der Gleichung y = 3 oberhalb des Graphen von f verlduft und verwenden Sie

den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

Beachten Sie, dass im Beriithrpunkt B die Steigung gleich grof ist wie die Steigung der
gegebenen Geraden. Stellen Sie eine Gleichung auf und iiberlegen Sie, wie Sie den zuge-
horigen y-Wert erhalten.

Verwenden Sie als Ansatz fiir eine ganzrationale Funktion f vierten Grades die Gleichung
f(x) = ax* 4+ bx® + cx® 4 dx + e sowie deren Ableitungen. Beachten Sie, dass als notwen-
dige Bedingung fiir Wendepunkte des Graphen von f die Gleichung f”(x) = 0 zu 16sen
ist. Uberlegen Sie, wie viele Losungen diese Gleichung maximal hat und was dies fiir die
maximale Anzahl der Wendepunkte des Graphen von f bedeutet.
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Losungen A 1

a) Esist f(x) =3—1-¢~
Den Schnittpunkt S von K mit der y-Achse erhilt man, indem man x = 0 in f(x) einsetzt:
1 1

f(0):3—§-e—°:3—§-1:275 = S(02,5)

Den Schnittpunkt N von Ky mit der x-Achse erhilt man, indem man die Gleichung

f(x) =0 durch Logarithmieren nach x auflost:

1
S—E'E_XZO
1
3: E.e_x
6=¢"
In(6) = —x
—In(6) =x

Damit hat der Schnittpunkt mit der x-Achse die Koordinaten N(—In(6) | 0).
Fiir x — oo geht e~ gegen Null, damit geht i(x) =3 — % -e~* gegen 3.
Somit lautet die Gleichung der waagrechten Asymptote: y = 3.

b) Der Graph K geht aus dem Graph der Exponentialfunktion e* durch folgende Operatio-
nen hervor:

- Spiegelung an der y-Achse

- Spiegelung an der x-Achse

- Streckung in y-Richtung mit dem Faktor % (Stauchung)
- Verschiebung in y-Richtung um 3 LE nach oben.

Um zu begriinden, dass f streng monoton wachsend ist, verwendet man die 1. Ableitung
von f, die man mit der Kettenregel erhilt:
1 1
"XN=0—=.e* (=1)==.e"*
S =0=3 e (—) = e

Wegen e * > 0 gilt: f/(x) > 0. Somit ist f streng monoton wachsend.

¢) Den Flicheninhalt A der Fliche zwischen dem Graph von f, der Geraden mit der Glei-
chung y = 3, der y-Achse und der Geraden x = 4 erhélt man mithilfe eines Integrals. Da
die Gerade oberhalb des Graphen von f verlduft, ergibt sich mithilfe des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung:

4
A= [ s
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d

Die Gerade mit der Gleichung y = %x + % ist eine Tangente an K. Die Koordinaten des
zugehorigen Berithrpunkts B erhdlt man, indem man die Gleichung f/(x) = % nach x
auflost, da im Punkt B die Steigung gleich groB} ist wie die der gegebenen Geraden. Den
zugehorigen y-Wert erhilt man, indem man den erhaltenen x-Wert in f(x) oder in die

Tangentengleichung einsetzt.

Eine ganzrationale Funktion f vierten Grades hat allgemein die Gleichung

fx) =ax* +bx> +cx® +dx+e
mit
f(x) = 4ax’® +3bx* + 2cx+d

und
f"(x) = 12ax> 4+ 6bx + 2¢

Als notwendige Bedingung fiir Wendepunkte des Graphen von f 16st man die Gleichung
" (x) = 0 nach x auf, also
12ax? +6bx +2c =0

Dies ist eine quadratische Gleichung, welche maximal zwei Losungen fiir x hat. Damit
hat der Graph von f auch nur maximal zwei Wendepunkte.

Somit gibt es keine ganzrationale Funktion vierten Grades, deren Graph drei Wendepunk-
te besitzt.
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Vorbereitungszeit: 20 Minuten, erlaubte Hilfsmittel: Taschenrechner (WTR),

Formeldokument
Gegeben sind die Gerade
2 1
g:Xx=|-3 | +4 2 |;A2eR
2
und die Ebene
E:2x;—x3=6

a) Begriinden Sie, dass sich g und E schneiden und berechnen Sie die Koordinaten des

Schnittpunkts S von g und E.

b) Bestimmen Sie den Schnittwinkel von g und E.

c) Die Gerade g wird an der Ebene E gespiegelt. Erldutern Sie ein Verfahren, wie man

die Gleichung der Spiegelgeraden g* erhalten kann.

d) Die Gerade h ist parallel zu E und schneidet gleichzeitig die Gerade g orthogonal.

Beschreiben Sie ein Verfahren, wie man eine Gleichung von £ bestimmen kann.
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a) Berechnen Sie das Skalarprodukt des Richtungsvektors # von g mit dem Normalenvektor
rivon E: iio7i.
Setzen Sie den allgemeinen Punkt P, von g in E ein, 16sen die Gleichung nach A auf und
setzen Sie den erhaltenen A-Wert in P; ein, um den Schnittpunkt zu erhalten.

|iiori
[al-J7i

b) Verwenden Sie die Formel sin(a) = , wobei i ein Richtungsvektor von g und 7 ein

Normalenvektor von E ist.

¢) Skizzieren Sie die Problemstellung. Verwenden Sie eine Lotgerade, den Lotfu3punkt und
eine geeignete Vektorkette. Stellen Sie g* mithilfe eines Spielgelpunktes und eines geeig-
neten Richtungsvektors auf.

d) Skizzieren Sie die Problemstellung. Verwenden Sie den Ansatz: i: X = d+ i - V. Beachten
Sie, dass vV senkrecht zu i und senkrecht zu 7 sein muss. Verwenden Sie das Vektorpro-
dukt.
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a) Um zu begriinden, dass sich g und E schneiden, berechnet man das Skalarprodukt des

Richtungsvektors i der Geraden g und des Normalenvektors # der Ebene E:

2
ioii=| 2 |o]| 0 |=1-242.040-(-1)=2
0 ~1

Wegen iio7i # 0 existiert ein Schnittpunkt, da g nicht parallel zu E ist.

Man erhilt die Koordinaten des Schnittpunts, indem man den allgemeinen Punkt
P,2+A|-3+21|2)
von g in die Koordinatengleichung von E: 2x; — x3 = 6 einsetzt:

2.(24A)-2=6= A=2

Setzt man A = 2 in P, ein, ergeben sich die Koordinaten des Schnittpunkts S(4 | 1 |2).
b) Den Schnittwinkel @ von g und E erhélt man mithilfe der Formel sin(a) = \‘ﬁﬁ\?\?;ill .
Dabei ist i der Richtungsvektor von g und 7 ein Normalenvektor von E:
1 2
2 o] O
. |t o 7| 0 —1 [1-242-040-(—1)
sin(o) = ———=- = =
|id] - |7 1 2 V12422402 /224024 (—1)2
2 |- 0
0 —1
2
B

= o~ 23,58°

¢) Die Situation kann entweder perspektivisch (links) oder von der Seite skizziert werden:
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Zuerst stellt man die Gleichung der Lotgeraden [ auf, die durch den Stiitzpunkt A der
Geraden g verlduft und orthogonal zu E ist, d.h. der Normalenvektor von E ist der Rich-

tungsvektor von [:

2 2
I:#=d+A-i=|-3 [+4-] 0 |, AeR
2 —1

Dann schneidet man / mit E. Dies ergibt den LotfuSpunkt F.
Man erhilt neben S einen weiteren Punkt A* auf der Spiegelgeraden g*, indem man eine
Vektorkette aufstellt:

—_— — —

OA* =0A+2-AF

Mithilfe von S und A* kann man die Gleichung der Spiegelgeraden g* aufstellen:

—
g ¥=5+u-SA*

d) Man kann die Situation wie folgt skizzieren:

g Tﬁ
" h
A,}(\
X
ET(—:' . E
* 1 \\
| N

Als Ansatz fiir die Gerade i verwendet man den Stiitzvektor @ von g und einen noch

unbestimmten Richtungsvektor V:
h:X=d+u-v
Da h orthogonal zu g und parallel zu E sein soll, muss V orthogonal zum Richtungsvektor il
von g und zum Normalenvektor 7 von E sein. Damit erhélt man v mit dem Vektorprodukt:
V=uxn

Damit gilt: # | gund & || E.

Anmerkung: Es sind weitere Geraden denkbar, die die geforderten Bedingungen erfiillen.
Diese liegen parallel zu / und E und schneiden g orthogonal in einem anderen Punkt der
Geraden g.
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Stochastik S 1

Vorbereitungszeit: 20 Minuten, erlaubte Hilfsmittel: Taschenrechner (WTR),
Formeldokument

Beim Strafstofl («Elfmeter») gibt es drei mogliche Ereignisse:
(1) Der Schiitze erzielt ein Tor.
(2) Der Torhiiter wehrt den Ball ab.
(3) Der Schiitze trifft die Torbegrenzung oder verfehlt das Tor.

Der Fuf3baller Tom erzielt beim Strafstos mit einer Wahrscheinlichkeit
von 80% ein Tor.

a) Tom schieBt vier Strafstofie.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir die folgenden Ereignisse:
A: Er erzielt vier Tore.
B: Er erzielt mindestens drei Tore.
C: Er erzielt genau drei Tore in Folge.

b) Ein Freund bietet Tom folgendes Spiel an:
«Wenn du ein Tor erzielst, zahle ich dir einen Euro, sollte der Torhiiter den Ball
abwehren, zahlst du mir zwei Euro. Ansonsten musst du mir 10 Euro geben.»

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, mit der der Torhiiter den Ball abwehrt,
wenn man davon ausgeht, dass auf lange Sicht keiner der beiden einen Gewinn
macht, das Spiel also fair ist.

¢) In einer FuBballliga wird bei 87% aller Strafstof3e ein Tor erzielt.
In einer Saison wurden 70 Strafstofle gegeben.
Erldutern Sie, wie man die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens 68 Tore erzielt wur-
den, berechnen kann.

d) Bestimmen Sie den Erwartungswert und die Standardabweichung fiir die Anzahl der
erzielten Tore und erldutern Sie die Bedeutung der beiden Grofen im Sachzusam-

menhang.
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Tipps S 1

a)

b)

d)
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Legen Sie X als binomialverteilte Zufallsvariable fiir die Anzahl der erzielten Tore mit den
Parametern n und p fest. Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A erhalten Sie mithil-
fe der Binomialverteilung unter Verwendung des Taschenrechners. Die Wahrscheinlich-
keit fiir das Ereignis B erhalten Sie mithilfe der kumulierten Binomialverteilung und der
Wabhrscheinlichkeit des Gegenereignisses unter Verwendung des Taschenrechners. Um
die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis C zu bestimmen, bezeichnen Sie mit t: er erzielt
ein Tor und t: er erzielt kein Tor. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass er bei ei-
nem Schuss kein Tor erzielt. Beachten Sie, dass es fiir das Ereignis C zwei verschiedene
Moglichkeiten gibt, dass er drei Tore in Folge erzielt.

Legen Sie x als Wahrscheinlichkeit, mit der der Torhiiter den Ball abwehrt, fest und be-
stimmen Sie mithilfe der Wahrscheinlichkeit des Gegenereignisses die Wahrscheinlich-
keit, dass Tom kein Tor erzielt, in Abhéngigkeit von x.

Legen Sie X als Zufallsvariable fiir die Einnahmen von Tom fest und bestimmen Sie den
Erwartungswert E(X) von Toms Einnahmen (teilweise negativ), indem Sie diese mit den
entsprechenden Wahrscheinlichkeiten multiplizieren und anschlieBend addieren. Da das

Spiel fair sein soll, 16sen Sie die Gleichung E(X) = 0 nach x auf.

Legen Sie X als binomialverteilte Zufallsvariable fiir die Anzahl der erzielten Tore mit den
Parametern n und p fest. Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens 68 Tore erzielt wurden,
erhalten Sie mithilfe der kumulierten Binomialverteilung und der Wahrscheinlichkeit des
Gegenereignisses.

Alternativ verwenden Sie die Bernoulli-Formel: P} (X =k) = (E) pr-(1—p) k.
Den Erwartungswert fiir die Anzahl der erzielten Tore erhalten Sie mit der Formel
E(X)=p=n-p
Die Standardabweichung fiir die Anzahl der erzielten Tore erhalten Sie mit der Formel
c=+/n-p-(1-p)

Beachten Sie, dass u ein Durchschnittswert ist und die Standardabweichung eine Streu-
ung um den Erwartungswert beschreibt.
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Losungen S 1

a)

b)

Legt man X als Zufallsvariable fiir die Anzahl der erzielten Tore fest, so ist X binomial-

verteilt mit den Parameternn =4 und p =0, 8.
Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A: « Er erzielt vier Tore.» erhilt man mithilfe der
Binomialverteilung:
P(A) = P} 4(X =4) = 0,4096

Somit betrigt die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A etwa 41,0 %.
Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis B: « Er erzielt mindestens drei Tore.» erhélt man
mithilfe der kumulierten Binomialverteilung und der Wahrscheinlichkeit des Gegenereig-
nisses:

P(B) =P{g(X >3)=1—Pjg(X<2)=1-0,1808=0,8192
Somit betrigt die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis B etwa 81,9 %.

Um die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis C: «Er erzielt genau drei Tore in Folge.» zu
bestimmen, bezeichnet man mit ¢: er erzielt ein Tor und 7: er erzielt kein Tor.

Die Wahrscheinlichkeit, dass er bei einem Schuss kein Tor erzielt, betragt

PH)=1-P(r)=1-0,8=0,2

Fiir das Ereignis C gibt es zwei verschiedene Moglichkeiten, dass er drei Tore in Folge

erzielt. Damit gilt:
P(C) = P(tttt) 4+ P(ttt) = 0,8%-0,2+0,2-0,8> = 0,2048
Somit betrigt die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis C etwa 20,5 %.

Legt man x als Wahrscheinlichkeit, mit der der Torhiiter den Ball abwehrt, fest, dann
gilt fiir die Wahrscheinlichkeit, dass Tom die Torbegrenzung trifft oder das Tor verfehlt:
1-0,8—x=0,2—ux.

Legt man X als Zufallsvariable fiir die Einnahmen Toms fest, so gilt fiir den Erwartungs-
wert E(X):

EX)=1€-0,84(-2€)-x+(-10€)-(0,2—x)=—-1,2€+8€-x
Da das Spiel fair sein soll, gilt: E(X) = 0. Damit ergibt sich:
—1,2€48€-x=0=x=0,15

Somit betrdgt die Wahrscheinlichkeit, mit der der Torhiiter den Ball abwehrt, 15%.
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¢) Legt man X als Zufallsvariable fiir die Anzahl der erzielten Tore fest, so ist X binomial-
verteilt mit den Parametern n = 70 und p = 0, 87.
Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens 68 Tore erzielt wurden, erhilt man mithilfe der

kumulierten Binomialverteilung und der Wahrscheinlichkeit des Gegenereignisses:
P;(X > 68) =1 —P(X < 67)
Alternativ kann man auch die Bernoulli-Formel verwenden:

P{7(X > 68) = P37 (X = 68) + P(g;(X = 69) + Py, (X = 70)

70 68 2 70 69 1 70 70 0
= .0.87°%.0.1 .0.87%.0.1 .0.8779.0.1
(8) 0,87>°-0,13°+ 0,87%7-0,13" + 0,87"%.0,13

d) Legt man X als Zufallsvariable fiir die Anzahl der erzielten Tore fest, so ist X binomial-
verteilt mit den Parametern n = 70 und p = 0,87. Den Erwartungswert fiir die Anzahl der

erzielten Tore erhélt man mit der Formel E(X) =y =n-p:
E(X)=70-0,87= 60,9

Die Standardabweichung fiir die Anzahl der erzielten Tore erhidlt man mit der Formel

o=+/n-p-(1-p):
6 =1/70-0,87-0,13~ 2,81

Der Erwartungswert von i ~ 61 gibt an, dass bei 70 Strafsto3en durchschnittlich etwa 61
Tore erzielt werden.

Die Standardabweichung von ¢ ~ 2, 8 gibt an, dass die Streuung um den Erwartungswert
etwa 2,8 Tore betragt.
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