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Vorwort

Vorwort

Erfolg von Anfang an

...ist das Geheimnis eines guten Abiturs.

Das vorliegende Ubungsbuch ist speziell auf die grundlegenden Anforderungen des Pflichtteils
(hilfsmittelfreier Teil: HMF) des Mathematik-Abiturs 2020 in Baden-Wiirttemberg abgestimmt.
Es umfasst die drei groBen Themenbereiche Analysis, Geometrie und Stochastik sowie ange-
passte und erweiterte Abituraufgaben seit 2014 in einem Buch. Seit 2017 ist die Struktur des
hilfsmittelfreien Teils gedndert: Es sind insgesamt maximal 20 Verrechnungspunkte (VP) zu

erreichen, davon 10 VP in Analysis, 8 VP in Geometrie und 2 VP in Stochastik. Daher haben wir
Original-Priifungsaufgaben gekiirzt und an die neuen Bestimmungen angepasst. Somit erhalten

Sie die bestmogliche Vorbereitung auf die Abiturpriifung.

frv.tv

Im Internet finden Sie unter frv.tv/bw weitere Videos, in denen die grundlegenden Themen an
einfachen Beispielen erkldrt werden. Die entsprechenden Stellen sind im Buch mit einem Kame-

rasymbol gekennzeichnet. D‘

Der Pflichtteil (HMF) besteht aus mehreren kleinen Aufgaben, die ohne Taschenrechner und oh-
ne Formelsammlung zu l6sen sind. Genau hierfiir wurde das vorliegende Buch konzipiert: Es
fordert das Grundwissen und die Grundkompetenzen in Mathematik, vom einfachen Rechnen
und Formelanwenden bis hin zum Verstehen von gedanklichen Zusammenhingen. Das Ubungs-
buch ist eine Hilfe zum Selbstlernen (learning by doing) und bietet die Moglichkeit, sich intensiv
auf die Priifung vorzubereiten und gezielt Themen zu vertiefen. Hat man Erfolg bei den grund-

legenden Aufgaben, machen Mathematik und das Lernen mehr SpaBf.

Der blaue Tippteil

Hat man keine Idee, wie man eine Aufgabe angehen soll, hilft der blaue Tippteil zwischen Auf-
gaben und Losungen weiter: Zu jeder Aufgabe gibt es dort Tipps, die helfen, einen Ansatz zu

finden, ohne die Losung vorwegzunehmen.

Die Kontrollkistchen O

Damit Sie immer den Uberblick behalten kénnen, welche Aufgaben Sie schon bearbeitet haben,

befindet sich neben jedem Aufgabentitel ein Kontrollkidstchen zum Abhaken.



Vorwort

Wie arbeiten Sie mit diesem Buch?

Am Anfang jedes Kapitels finden Sie eine kurze Ubersicht iiber die jeweiligen Themen. Die ein-
zelnen Kapitel bauen zwar aufeinander auf, doch ist es nicht zwingend notwendig, das Buch der
Reihe nach durchzuarbeiten. Die Aufgaben sind in der Regel in ihrer Schwierigkeit gestaffelt.
Von fast jeder Aufgabe gibt es mehrere Variationen zum Vertiefen.

In der Mitte des Buches finden Sie den blauen Tippteil mit Denk- und Losungshilfen.

Die Losungen mit ausfiihrlichen verstindlichen Losungswegen bilden den dritten Teil des Ubungs-
buchs. Hier finden Sie die notwendigen Formeln, Rechenverfahren und Denkschritte sowie manch-

mal alternative Losungswege.

Im Anhang ab Seite 200 befinden sich die angepassten und erweiterten Abituraufgaben mit Tipps

und ausfiihrlichen Losungen.

Der Aufbau des Mathematik-Abiturs

e Die gesamte Priifungszeit betrdgt 270 Minuten (4,5 Zeitstunden).

e Die Schiilerinnen und Schiiler erhalten zu Beginn der Priifung alle Aufgaben (den Pflicht-
teil (HMF) und den vom Lehrer ausgesuchten Wahlteil Analysis, Geometrie und Stochas-

tik). Sie erhalten zu diesem Zeitpunkt noch keine Hilfsmittel.
e Die Schiilerinnen und Schiiler bearbeiten zuerst den Pflichtteil (HMF). Nach dessen Ab-

gabe erhalten sie die Hilfsmittel (Taschenrechner, Merkhilfe) fiir den Wahlteil.

Insgesamt konnen maximal 60 Verrechnungspunkte in der Priifung erzielt werden, davon 20 im
Pflichtteil (HMF) und 40 im Wahlteil.
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Die Abiturnote

Aus den Verrechnungspunkten ergeben sich folgende Notenpunkte

Verrechnungspunkte Notenpunkte Note
0-10 0 ungeniigend
11-14 1
15-18 2 mangelhaft
19-22 3
23-26 4
27-29 5 ausreichend
30-32 6
33-35 7
36 -38 8 befriedigend
39-41 9
42 - 44 10
45 - 47 11 gut
48 - 50 12
51-53 13
54 -56 14 sehr gut
57 -60 15

Allen Schiilerinnen und Schiilern, die sich auf das Abitur vorbereiten, wiinschen wir viel Erfolg.

Helmut Gruber, Robert Neumann



7. Wahrscheinlichkeitsrechnung

Stochastik

7 Wahrscheinlichkeitsrechnung U

7.1 Baumdiagramme und Pfadregeln

Tipps ab Seite 90, Losungen ab Seite 181

In diesem Kapitel geht es darum, mit Hilfe bereits bekannter Wahrscheinlichkeiten von einzelnen
Ergebnissen die Wahrscheinlichkeiten weiterer, oft «komplizierterer» Ereignisse zu bestimmen.
Ein wichtiges Hilfsmittel zur Veranschaulichung hierfiir sind Baumdiagramme. Sie sind insbe-
sondere bei mehrstufigen Zufallsexperimenten hilfreich. Eine Verzweigung entspricht dabei den
moglichen Versuchausgingen der jeweiligen Stufe; lings der «Aste» werden die zugehorigen
Wabhrscheinlichkeiten notiert.
Bei mehrstufigen Zufallsexperimenten unterscheidet man geordnete Stichproben (d.h. Beachtung
der Reihenfolge) von ungeordneten Stichproben; beide Stichprobenarten konnen mit oder ohne
Zuriicklegen durchgefiihrt werden. Bei der Erstellung des Baumdiagrammes muss man darauf
achten, dass sich bei Stichproben ohne Zuriicklegen die Wahrscheinlichkeiten bei jeder Stufe dn-
dern.
Manchmal ist es auch geschickt oder hilfreich die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A mit der
Wahrscheinlichkeit des Gegenereignisses A zu berechnen; dies ist vor allem (aber nicht immer)
bei den Signalwortern «mindestens» oder «hochstens» der Fall. Es gilt dann fiir die entsprechen-
den Wahrscheinlichkeiten:

P(A)=1-P(A)

1. Beispiel: Ziehen mit Zuriicklegen

”1 Ein Gef4f enthilt 4 blaue und 6 rote Kugeln. Es werden 2 Kugeln mit Zuriicklegen gezogen.
Da 4 blaue und 6 rote, also insgesamt 10 Kugeln in der Urne sind, betréigt die Wahrscheinlichkeit
bei jedem Ziehen fiir die Ergebnisse blau (b): % und fiir rot (r): %.
Damit erhilt man folgendes Baumdiagramm:

Wichtige Rechenregeln fiir Baumdiagramme sind
die /. Pfadregel und die 2. Pfadregel:

Die 1. Pfadregel (Produktregel) besagt, dass man
die Wahrscheinlichkeit lings eines Pfades berech-

4
*
s
10 net, indem man die Wahrscheinlichkeiten der zu-
% gehorigen Aste miteinander multipliziert.
/ Mit der 2. Pfadregel (Summenregel) kann man die
\6 Wabhrscheinlichkeit eines Ereignisses berechnen,
10 indem man die Wahrscheinlichkeiten aller zuge-

horigen Pfade addiert.
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7.1 Baumdiagramme und Pfadregeln

Will man beispielsweise die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass beide Kugeln rot sind, so ergibt
sich mit Hilfe der 1. Pfadregel:

0.6 _ 30 3

P («beide Kugeln rot») = P(rr) = 0716~ 100

Will man die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass beide Kugeln gleichfarbig sind, so ergibt sich
mit Hilfe der 1. und 2. Pfadregel:

6 6 4 4 36 16 52
P (<< beide Kugeln gleichfarbig») = P(IT) —+ P(bb) = E . E + E . E = m + m = m = 0, 52

2. Beispiel: Ziehen ohne Zuriicklegen

Eine Urne enthélt 2 rote und 9 schwarze Kugeln. Es werden 2 Kugeln gleichzeitig gezogen. )‘
Das gleichzeitige Ziehen entspricht dem Ziehen ohne Zuriicklegen. Man erhélt folgendes Baum-
diagramm:

ﬁ) r Da 2 rote und 9 schwarze, also insgesamt 11 Ku-
/ geln in der Urne sind, betréigt die Wahrscheinlich-
X keit beim 1. Ziehen fiir rot (r): % und fiir schwarz

1o S (s): 19—1.

2
y . Beim 2. Ziehen sind nur noch 10 Kugeln vorhan-
B

den und die Wahrscheinlichkeiten hingen davon
. ab, welche Farbe schon gezogen wurde.

Will man beispielsweise die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass genau eine Kugel schwarz ist,
ergibt sich mit Hilfe der 1. und 2. Pfadregel (Produkt- und Summenregel):

2 2 18
P («genau eine schwarze Kugel») = P(rs) + P(sr) = 1 % + % 10 % + % =35

Will man die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass mindestens eine der beiden Kugeln schwarz

ist, erhdlt man mit Hilfe des Gegenereignisses:

P(«mindestens eine schwarze Kugel») = 1 — P(«keine schwarze Kugel»)

r
1110

55



7.1 Baumdiagramme und Pfadregeln
7.1.1 Ziehen mit Zuriicklegen O
a) Eine Urne enthilt4 rote, 3 weille und 2 gelbe Kugeln. Es werden 2 Kugeln mit Zuriicklegen
gezogen.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit folgender Ereignisse:
A: Es werden eine weifle und eine gelbe Kugel gezogen.
B: Es wird keine weifle Kugel gezogen.
b) Ein Gefdl enthilt 8 rote, 4 blaue und 2 weifle Kugeln. Es werden 2 Kugeln mit Zuriicklegen
gezogen.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit folgender Ereignisse:
A: Es wird keine rote Kugel gezogen.
B: Es wird hochstens eine rote Kugel gezogen.
¢) In einem Behilter befinden sich 3 rote und 5 gelbe Kugeln. Es werden 2 Kugeln mit Zu-
riicklegen gezogen.
I) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine der beiden Kugeln gelb
ist.

II) Zeichnen Sie ein Baumdiagramm, wenn im Behilter 3 rote und eine unbekannte
Anzahl gelber Kugeln vorhanden sind und zwei Kugeln mit Zuriicklegen gezogen
werden.

d) In einer Urne befinden sich rote und

7.1.2 Ziehen ohne Zuriicklegen

schwarze Kugeln. Es ergibt sich das neben-
stehende Baumdiagramm.

I) Beschreiben Sie eine Situation, die zu % % % %
diesem Baumdiagramm passt.

S o1
II) Berechnen Sie die Wahrscheinlich- 5
8/ \8
r

oolw
w

keit, dass mindestens eine Kugel rot / 8

3
r s r s r s

m-%
i

ist.

O

a) In einer Urne befinden sich 2 griine, 3 rote und 5 blaue Kugeln. Es werden 2 Kugeln ohne

56

Zuriicklegen gezogen.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit folgender Ereignisse:
A: Es werden eine griine und eine rote Kugel gezogen.

B: Es wird keine blaue Kugel gezogen.



7.1 Baumdiagramme und Pfadregeln

b) In einer Urne befinden sich rote und schwarze Kugeln. Es ergibt sich folgendes Baumdia-

gramm:
3 2
5 5
r, . S
2 2 3 1
4 4 4 4
r s r s

I) Beschreiben Sie eine Situation, die zu diesem Baumdiagramm passt.

II) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass beide Kugeln gleichfarbig sind.

¢) Ineiner Urne sind 7 weille, 5 schwarze und 3 rote Kugeln. Es werden 3 Kugeln gleichzeitig
gezogen.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit folgender Ereignisse:
A: Es werden eine weifle und zwei schwarze Kugeln gezogen.

B: Es wird mindestens eine weifle Kugel gezogen.

d) Ineiner Urne sind 4 weille und eine unbekannte Anzahl roter Kugeln. Es werden 2 Kugeln

ohne Zuriicklegen gezogen.

I) Berechnen Sie die Anzahl roter Kugeln, wenn die Wahrscheinlichkeit, dass beide

Kugeln weif3 sind, % betrégt.

II) Berechnen Sie die Anzahl roter Kugeln, wenn die Wahrscheinlichkeit, dass mindes-

tens eine Kugel weil ist, % betrégt.

7.1.3 Mehrstufige Experimente [

a) Ineinem Gefill G| befinden sich 2 rote und 3 blaue Kugeln, in einem Gefil3 G, sind 2 rote
und 4 blaue Kugeln.

I) Aus G; werden 2 Kugeln mit Zuriicklegen gezogen, anschlieBend wird aus G, eine
Kugel gezogen.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens 2 rote Kugeln gezogen wur-
den.

II) Aus G; werden 2 Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen und in Gefill G, gelegt, an-
schlieBend wird aus G, eine Kugel gezogen.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass genau 1 rote Kugel gezogen wurde.
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7.1 Baumdiagramme und Pfadregeln

b) In einer Lostrommel sind 3 Gewinne und 7 Nieten. Eine Person kauft 3 Lose.

I) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass genau 2 Gewinne gezogen werden.

II) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein Gewinn erst beim dritten Zug gezo-
gen wird.

c¢) In drei Tablettenpackungen mit je 10 Tabletten sind gelbe und wei3e Tabletten. In der ers-
ten Packung gibt es eine gelbe Tablette, in der zweiten Packung sind zwei gelbe Tabletten
und in der dritten Packung sind drei gelbe Tabletten.

I) Aus der dritten Packung werden 3 Tabletten entnommen. Berechnen Sie die r Wahr-

scheinlichkeit, dass mindestens 2 gelbe Tabletten gezogen werden.

II) Es wird eine Packung ausgewihlt und dieser werden 2 Tabletten entnommen. Be-
rechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass beide Tabletten gelb sind.

d) Ein Kartenspiel besteht aus 2 Stapeln Karten. Im ersten Stapel sind 2 rote und 3 schwarze
Karten, im zweiten Stapel gibt es 2 rote und 4 schwarze Karten.

I) Vom ersten und vom zweiten Stapel werden jeweils 2 Karten ohne Zuriicklegen ge-
zogen. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass alle Karten rot sind.

II) Vom ersten Stapel werden 2 Karten gezogen und mit den Karten des 2. Stapels ver-
mischt. Anschliefend wird vom 2. Stapel eine Karte gezogen. Berechnen Sie die
Wabhrscheinlichkeit, dass diese gezogene Karte schwarz ist.
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7. Wahrscheinlichkeitsrechnung Tipps

Stochastik

7 Wahrscheinlichkeitsrechnung

7.1 Baumdiagramme und Pfadregeln

7.1.1 Ziehen mit Zuriicklegen

a)

b)

c)

Zeichnen Sie ein Baumdiagramm mit den Asten rot (r), weiBl (w) und gelb (g). Beachten
Sie, dass die Wahrscheinlichkeiten bei jedem Ziehen gleich bleiben. Uberlegen Sie, wel-
che Ergebnisse zum gesuchten Ereignis A gehoren und verwenden Sie die Pfadregeln.
Zeichnen Sie ein Baumdiagramm mit den Asten weil (w) und nicht weiB (W). Beach-
ten Sie, dass die Wahrscheinlichkeiten bei jedem Ziehen gleich bleiben. Uberlegen Sie,
welches Ergebnis zum gesuchten Ereignis B gehort und verwenden Sie die 1. Pfadregel.

Zeichnen Sie ein Baumdiagramm mit den Asten rot (r) und nicht rot (F). Beachten Sie,
dass die Wahrscheinlichkeiten bei jedem Ziehen gleich bleiben. Uberlegen Sie, welches
Ergebnis zum gesuchten Ereignis A gehort und verwenden Sie die 1. Pfadregel.
Uberlegen Sie, welche Ergebnisse zum gesuchten Ereignis B gehoren und verwenden Sie
die Pfadregeln oder rechnen Sie alternativ mit dem Gegenereignis B und verwenden Sie
P(B) =1—P(B).

I) Zeichnen Sie ein Baumdiagramm mit den Asten rot (r) und gelb (g). Beachten Sie,
dass die Wahrscheinlichkeiten bei jedem Ziehen gleich bleiben. Uberlegen Sie, wel-
che Ergebnisse zum gesuchten Ereignis gehdren und verwenden Sie die Pfadregeln
oder rechnen Sie alternativ mit dem Gegenereignis A und verwenden Sie
P(A)=1-P(A).

II) Wihlen Sie n als Anzahl der gelben Kugeln und iiberlegen Sie, wie viele Kugeln
insgesamt vorhanden sind.

I) Uberlegen Sie, wie viele Kugeln insgesamt mindestens vorhanden sein miissen und
beachten Sie, ob sich die Wahrscheinlichkeiten fiir rot oder schwarz bei jedem Ziehen
dndern oder nicht.

II) Rechnen Sie mit dem Gegenereignis A und verwenden Sie P(A) = 1 —P(A) sowie
die 1. Pfadregel.

7.1.2 Ziehen ohne Zuriicklegen

90

a)

Zeichnen Sie ein Baumdiagramm mit den Asten rot (r), griin (g) und blau (b). Beachten
Sie, dass sich die Wahrscheinlichkeiten bei jedem Ziehen dndern. Uberlegen Sie, welche
Ergebnisse zum gesuchten Ereignis A gehoren und verwenden Sie die Pfadregeln.
Zeichnen Sie ein Baumdiagramm mit den Asten blau (b) und nicht blau (b). Beachten
Sie, dass sich die Wahrscheinlichkeiten bei jedem Ziehen dndern. Uberlegen Sie, welches
Ergebnis zum gesuchten Ereignis B gehort und verwenden Sie die 1. Pfadregel.
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b) I) Uberlegen Sie, wie viele Kugeln insgesamt mindestens vorhanden sein miissen und
beachten Sie, ob sich die Wahrscheinlichkeiten fiir rot oder schwarz bei jedem Ziehen
dndern oder nicht.

II) Uberlegen Sie, welche Ergebnisse zum gesuchten Ereignis gehdren und verwenden
Sie die Pfadregeln.

c) Beachten Sie, dass gleichzeitiges Ziehen einem Ziehen ohne Zuriicklegen entspricht und
dass sich die Wahrscheinlichkeiten bei jedem Ziehen zindern. Uberlegen Sie, welche Er-
gebnisse zum gesuchten Ereignis A gehoren und verwenden Sie die Pfadregeln.

Zeichnen Sie ein Baumdiagramm mit den Asten wei (w) und nicht weif (W). Beachten
Sie, dass sich die Wahrscheinlichkeiten bei jedem Ziehen dndern. Rechnen Sie mit dem
Gegenereignis B und verwenden Sie P(B) = 1 — P(B) sowie die 1. Pfadregel.

d) 1) Wihlen Sie n als Anzahl der roten Kugeln und zeichnen Sie ein Baumdiagramm mit
den Asten rot (r) und weil (w). Beachten Sie, dass sich die Wahrscheinlichkeiten bei
jedem Ziehen dndern. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir das gesuchte Ereig-
nis mit Hilfe der 1. Pfadregel in Abhingigkeit von n, stellen Sie eine quadratische
Gleichung auf und l6sen Sie diese mit Hilfe der pg- bzw. abc-Formel. Beachten Sie,
dass n > 0 sein muss.

II) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir das gesuchte Ereignis mit Hilfe des Ge-
genereignisses in Abhingigkeit von n; verwenden Sie P(A) = 1 —P(A). Stellen Sie
eine quadratische Gleichung auf und 16sen Sie diese mit Hilfe der pg- bzw. abc-
Formel. Beachten Sie, dass n > 0 sein muss.

7.1.3 Mehrstufige Experimente

a) I) Zeichnen Sie ein Baumdiagramm mit den Asten rot (r) und blau (b). Beachten Sie,
dass es sich um ein dreistufiges Experiment handelt und sich beim Ziehen mit Zu-
riicklegen die Wahrscheinlichkeiten nicht indern. Uberlegen Sie, welche Ergebnisse
zum gesuchten Ereignis gehoren und verwenden Sie die Pfadregeln.

II) Zeichnen Sie ein Baumdiagramm mit den Asten rot (r) und blau (b). Beachten Sie,
dass es sich um ein dreistufiges Experiment handelt und sich die Wahrscheinlich-
keiten bei jedem Ziehen #ndern. Uberlegen Sie, welche Ergebnisse zum gesuchten
Ereignis gehoren und verwenden Sie die Pfadregeln.

b) 1) Zeichnen Sie ein Baumdiagramm mit den Asten Gewinn (g) und Niete (n). Beachten
Sie, dass sich beim Ziehen ohne Zuriicklegen die Wahrscheinlichkeiten bei jedem
Ziehen #ndern. Uberlegen Sie, welche Ergebnisse zum gesuchten Ereignis gehoren
und verwenden Sie die Pfadregeln.

II) Uberlegen Sie, welche Lose zuerst gezogen werden miissen und verwenden Sie die
1. Pfadregel.
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c)

d

D

1)

1)

Zeichnen Sie ein Baumdiagramm mit den Asten Packung (P bzw. P, und P3) sowie
gelb (g) und weill (w). Beachten Sie, dass sich beim Ziehen ohne Zuriicklegen die
Wahrscheinlichkeiten bei jedem Ziehen dndern. Uberlegen Sie, welche Ergebnisse
zum gesuchten Ereignis gehoren und verwenden Sie die Pfadregeln.

Beachten Sie, dass es sich um ein dreistufiges Experiment handelt. Bestimmen Sie
jeweils die Wahrscheinlichkeit fiir das Wihlen einer Schachtel und anschlieend die
Wabhrscheinlichkeiten fiir das Ziehen von zwei gelben Tabletten (falls moglich). Be-
achten Sie, dass sich beim Ziehen ohne Zuriicklegen die Wahrscheinlichkeiten bei
jedem Zug dndern.

Beachten Sie, dass es sich um ein vierstufiges Experiment handelt, bei welchem die
Wahrscheinlichkeiten miteinander multipliziert werden. Die Wahrscheinlichkeiten
einer jeden Stufe erhalten Sie mit Hilfe der 1. Pfadregel fiir das Ziehen ohne Zu-
riicklegen.

Zeichnen Sie ein Baumdiagramm mit den Asten rot (r) und schwarz (s). Beachten
Sie, dass sich beim Ziehen ohne Zuriicklegen die Wahrscheinlichkeiten bei jedem
Ziehen dndern. Uberlegen Sie, wie viele Karten am Ende in Stapel 2 sind und welche
Ergebnisse zum gesuchten Ereignis gehoren; verwenden Sie die Pfadregeln.

7.2 Binomialverteilung

a)

b)

d)

92

D

1)

D

1)

D
1)

D

Legen Sie X als binomialverteilte Zufallsvariable fiir die Anzahl der Treffer mit den
Parametern p und n fest.
Verwenden Sie die Bernoulli-Formel P(X =k) = (}) - p*- (1 —p)" X

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehlwurf. Legen Sie Y als binomi-
alverteilte Zufallsvariable fiir die Anzahl der Fehlwiirfe mit den Parametern p und n
fest. Verwenden Sie die Bernoulli-Formel P(X =k) = (}) - p*- (1 —p)"* zweimal.

Bestimmen Sie n, p und k und verwenden Sie die Bernoulli-Formel
P(X=k) = () p*-(1-p~
Fiir ein Ereignis A beachten Sie den Zusammenhang zur Bernoulli-Formel

P(X=k)= (i) -p*-(1-p)™"
Fiir ein Ereignis B formen Sie die gegebene Wahrscheinlichkeit so um, dass die obige
Formel sichtbar wird: Beachten Sie, dass fiir ein Gegenereignis gilt: P(A) = 1 — P(A).

Verwenden Sie die Bernoulli-Formel P(X =k) = () - p*- (1 —p)" 7~
Uberlegen Sie, welche Wahrscheinlichkeiten addiert werden miissen bzw. rechnen

Sie mit dem Gegenereignis A und verwenden Sie P(A) = 1 —P(A).

Bestimmen Sie n, p und k und verwenden Sie die Bernoulli-Formel
P(X=k) = () -p*-(1—p)™
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Stochastik

7 Wahrscheinlichkeitsrechnung

7.1 Baumdiagramme und Pfadregeln

7.1.1 Ziehen mit Zuriicklegen
a)

4 o1 Da 4 rote, 3 weile und 2 gelbe, also insge-
9

samt 9 Kugeln in der Urne sind, betragen die

Wabhrscheinlichkeiten bei jedem Ziehen fiir

ol

ol
J
oQ

A A

rot (r), weill (w) bzw. gelb (g): %,% bzw. %

olw
(-TEN
\
.
-

€

oo
.I
(U]

4T

—
gy 2

9~g

o

W

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A, eine weille und eine gelbe Kugel zu ziehen,

erhélt man mit Hilfe der 1. und 2. Pfadregel (Produkt- und Summenregel):

Da 3 weile und 6 nicht weille, also ins-
gesamt 9 Kugeln in der Urne sind, betrigt

P(A)
i
\ . die Wahrscheinlichkeit bei jedem Ziehen fiir
g weill (w): g und fiir nicht weif3 (W): g.
3
/9

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis B, keine weille Kugel zu ziehen, erhélt man mit

Hilfe der 1. Pfadregel (Produktregel):
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Lésungen

Da 8 rote und 6 nicht rote, also insgesamt 14
Kugeln in der Urne sind, betrigt die Wahr-
scheinlichkeit bei jedem Ziehen fiir rot (r):
% und fiir nicht rot (7): %.

Die Wahrscheinlichkeit, keine rote Kugel zu

o T
14 . ziehen, erhilt man mit Hilfe der 1. Pfadregel
r P - (Produktregel):
N 6 6 33 9
P («keine rote Kugel») = P(ff) = M 14-7 7"

B: Die Wahrscheinlichkeit, hochstens eine rote Kugel zu ziehen, erhilt man mit Hilfe
der 1. und 2. Pfadregel (Produkt- und Summenregel):

P («hochstens eine rote Kugel») = P(fF) 4 P(fr) + P(if)

_6.6.6 8 8 6
14 14 14 14 14 14
33 34 43

= — . — - =4 ==
7777777
9 n 12+ 12
T 49749 49

3

49

Alternativ kann man auch mit dem Gegenereignis rechnen:

P («hochstens eine rote Kugel») = 1 — P(«zwei rote Kugeln»)

o D

/
\

e

182

=1—P(rr)
.83
14 14
I
T 7
49 16
49 49
33
49

Da 3 rote und 5 gelbe, also insgesamt 8
Kugeln im Behilter sind, betrdgt die Wahr-
scheinlichkeit bei jedem Ziehen fiir gelb (g):
% und fiir rot (r): %

Die Wahrscheinlichkeit,
gelbe Kugel zu ziehen, erhilt man mit Hilfe
der 1. und 2. Pfadregel (Produkt- und Sum-
menregel):

mindestens eine
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P(«mindestens eine gelbe Kugel») = P(rg) + P(gr) + P(gg)
35 53 55
88788788
15 15 25
6w
55
T 64

Alternativ kann man auch mit dem Gegenereignis rechnen:

P(«mindestens eine gelbe Kugel») = 1 — P(«keine gelbe Kugel»)

11
) ‘Wenn im Behilter 3 rote und eine unbekannte

Anzahl (n) gelber Kugeln vorhanden sind,
gibt es insgesamt n + 3 Kugeln. Damit betrigt
die Wahrscheinlichkeit bei jedem Ziehen fiir
gelb (g): n“? und fiir rot (r): n%

7
N

o o

=]

Tl=

w
()}

d D 3 Zum Baumdiagramm passt z.B. folgen-
de Situation:

In einer Urne befinden sich 5 rote und
/ \ / \ 3 schwarze Kugeln. Es werden drei Ku-
geln mit Zuriicklegen gezogen, da die
Wahrscheinlichkeiten beim 2. und beim
3. Zug gleich grof sind wie beim 1. Zug.

/h
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II) Die Wahrscheinlichkeit betrigt bei jedem Zug fiir rot (r): % und fiir schwarz (s): %.
Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine Kugel rot ist, erhilt man am geschick-
testen mit Hilfe des Gegenereignisses:

P («mindestens eine rote Kugel») = 1 — P («keine rote Kugel»)

=1—P(sss)
_q 333
8 8 8
51227
S 512 512
485
512
7.1.2 Ziehen ohne Zuriicklegen
a) 1 .g Da 2 griine, 3 rote und 5 blaue, also insge-
9
. /i_ o samt 10 Kugeln in der Urne sind, betragen
5 gxg die Wahrscheinlichkeiten beim 1. Ziehen fiir
10 9 b griin (g): %, fiir rot (r): 1—36 und fiir blau (b):
5
2 .g 10°
9
) 5 . /;_ - Danach sind nur noch 9 Kugeln in der Urne
rx und die Wahrscheinlichkeiten bei der 2. Zie-
9 b hung hiingen jeweils davon ab, welche Farbe
2 . beim 1. Mal gezogen wurde.
7 6/ g gezo8
3

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine griine und eine rote Kugel gezogen wird, erhilt man
mit Hilfe der 1. und 2. Pfadregel (Produkt- und Summenregel):

P(A) =P (gr) +P(rg)

2 3 3 2
“1097109
12 2
90 15
4 b Da 5 blaue und 5 nicht blaue, also insge-
b 2 ) samt 10 Kugeln in der Urne sind, betragen
% < _ die Wahrscheinlichkeiten beim 1. Ziehen fiir
/ % "b blau (b): 15—0 und fiir nicht blau (b): 1%.
) % b Danach sind nur noch 9 Kugeln in der Urne
% . / und die Wahrscheinlichkeiten bei der 2. Zie-
5\4. c hung hingen jeweils davon ab, welche Farbe
9 beim 1. Mal gezogen wurde.
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Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis B, dass keine blaue Kugel gezogen wird, erhilt
man mit Hilfe der 1. Pfadregel (Produktregel):

__ 5 4 20 2
P(B):P(bb):l—o-g—%:§
b D 3 2 Zum Baumdiagramm passt z.B. folgende Si-
5 5 tuation:
r, o S In einer Urne befinden sich 3 rote und 2
2 2 3 1 schwarze Kugeln. Es werden zwei Kugeln ohne
4 4 4 4 Zuriicklegen gezogen, da die Wahrscheinlich-
r S r S keiten beim 2. Zug anders sind als beim 1. Zug.

II) Die Wahrscheinlichkeit betréigt beim 1. Ziehen fiir rot (r): % und fiir schwarz (s): %
Danach sind nur noch 4 Kugeln in der Urne und die Wahrscheinlichkeiten bei der 2.
Ziehung hingen jeweils davon ab, welche Farbe beim 1. Mal gezogen wurde.

Die Wahrscheinlichkeit, dass beide Kugeln gleichfarbig sind, erhilt man mit Hilfe
der 1. und 2. Pfadregel (Produkt- und Summenregel):

P («beide Kugeln gleichfarbig») = P (1r) +
e

c) Das gleichzeitige Ziehen von Kugeln entspricht einem Ziehen ohne Zuriicklegen.
Da 7 weifle, 5 schwarze und 3 rote, also insgesamt 15 Kugeln in der Urne sind, betragen
die Wahrscheinlichkeiten beim 1. Ziehen fiir weif3 (w): 17—5, fiir schwarz (s): % und fiir rot
(r): %
Danach sind nur noch 14 Kugeln in der Urne und die Wahrscheinlichkeiten bei der 2. Zie-
hung hingen jeweils davon ab, welche Farbe beim 1. Mal gezogen wurde. Schlielich sind
nur noch 13 Kugeln in der Urne.

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A, dass eine weifle und zwei schwarze Kugeln ge-
zogen werden, erhidlt man mit Hilfe der 1. und 2. Pfadregel (Produkt- und Summenregel):

P(A) =P (wss) +P(sws) +P(ssw)
7 5 4 5 7 4 5 4 7
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Lésungen

Da 7 weille und 8 nicht weille, also insgesamt 15

S-eWwW
14 ‘Y\/ﬁ 13 Kugeln in der Urne sind, betragen die Wahrschein-
w 37*W Jichkeiten beim 1. Ziehen fiir weiB (w): 7% und fiir
115 X 6..w nicht weill w: %.
14 W\llz 3w Danach sind nur noch 14 Kugeln in der Urne und die
. Wabhrscheinlichkeiten bei der 2. Ziehung hidngen je-
7 W 71—63" W weils davon ab, welche Farbe beim 1. Mal gezogen
1_85 y \E\.W wurde. SchlieBlich sind nur noch 13 Kugeln in der
L\ 7w Urne.
114 L\/E 13 Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis B, dass
W 137w mindestens eine weiBe Kugel gezogen wird, erhilt
man am geschicktesten mit Hilfe des Gegenereig-
nisses:
P(B)=1-P(B)
=1-P(Www)
8 7 6
=l
8 57
T 65 65
d D 3 Wenn in der Urne 4 weifle und n rote Kugeln sind, gibt
w nt3 _—*W es insgesamt n + 4 Kugeln. Damit betrigt die4Wahr-
4 . scheinlichkeit beim 1. Ziehen fiir wei3 (w): — und
ot k. r firrot (r): n“ﬂ. e
n+3
. Beim 2. Ziehen sind nur noch n+ 3 Kugeln vorhanden
> % «w und die Wahrscheinlichkeiten hingen davon ab, wel-
n+4 . che Farbe schon gezogen wurde. Da die Wahrschein-
r n1 or lichkeit, dass beide Kugeln weif} sind, % betragen soll,
nt

erhilt man mit Hilfe der 1. Pfadregel folgende Glei-
chung:

P («beide Kugeln weil») = P (ww)

1 4 3

6 n+4.n+3

(n+4)-(n+3)=72

n>+7n—60=0

= n=5bzw. np =—12

Wegen n > 0 kommt nur n; = 5 als Losung in Frage.

Also waren in der Urne 5 rote Kugeln vorhanden.
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7.1 Baumdiagramme und Pfadregeln

II) Da die Wahrscheinlichkeit, mindestens eine weifle Kugel zu ziehen, % betragen soll,

erhilt man (am geschicktesten) mit Hilfe des Gegenereignisses folgende Gleichung:

P («mindestens eine weile Kugel») =

— P («keine weiRe Kugel»)

2

-=1-P

== 1-P(m)

%_ _.n n—1

3 n+4 n+3
n—1 1

n—|—4.n+3 3

3-n-(n—1)=
n>—3n=n’4+7n+12

(n+4)-(n+3)

2n2—10n—12=0
n2—5n—6=0

Wegen n > 0 kommt nur n;

= n=6bzw. np =—1

= 6 als Losung in Frage.

Also waren in der Urne 6 rote Kugeln vorhanden.

7.1.3 Mehrstufige Experimente

a) D 2.t
2 {/6
5 ~4
/ 6 b
\ 2
5 \/i6
6 b
2 21
T e
/ 6
\ 2
= ./6
5 S~
6 b

Es handelt sich um ein dreistufiges Expe-
riment. Da 2 rote und 3 blaue Kugeln, also
insgesamt 5 Kugeln, in Gefall G, sind, be-
tragen die Wahrscheinlichkeiten bei jedem
Ziehen fiir rot (1): % und fiir blau (b): %
Da in Gefifl G, 2 rote und 4 blaue, al-
so insgesamt 6 Kugeln sind, betrigt die
Wahrscheinlichkeit fiir rot (r): % und fiir
blau (b): #

Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens

2 rote Kugeln gezogen wurden, erhilt man

mit Hilfe der 1. und 2. Pfadregel (Produkt- und Summenregel):

P («mind. zwei rote Kugeln») =

12 12

=150 T 150 T 150 T 150

24

~ 75
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Lésungen

1)) | 4.t
5 <4
/ § b

2
= 3.1
5 3 =
T =2’
§ b
3
5

Es handelt sich um ein dreistufiges Expe-
riment. Da 2 rote und 3 blaue, also insge-
samt 5 Kugeln in Gefil G| sind, betragen
die Wahrscheinlichkeiten beim 1. Ziehen
fiir rot (r): % und fiir blau (b): %

Danach sind nur noch 4 Kugeln in Ge-
fall G; und die Wahrscheinlichkeiten bei
der 2. Ziehung aus G; hingen jeweils da-
von ab, welche Farbe beim 1. Mal gezo-
gen wurde. Da die beiden Kugeln in Gefal3
G, gelegt werden, gibt es insgesamt 8 Ku-

geln in G;. Die Wahrscheinlichkeit der einzelnen Farbe héngt davon ab, was vorher

gezogen wurde. Die Wahrscheinlichkeit, genau eine rote Kugel zu ziehen, erhilt man

mit Hilfe der 1. und 2. Pfadregel (Produkt- und Summenregel):

P(«genau eine rote Kugel»)

b) D ) l..g
o _~<1f
g 8 en
3 L)
= 2 ..
10, x ) g
9 -8
8 ~en
3 %"g
9 =6
0 ////// 8§ en
T 3.2
) .\i8
8§ T~en

188

= P(bbr) + P(brb) + P(rbb)

12 +_30 N
160 160 160
_9
20

Da 3 Gewinne und 7 Nieten, also insge-
samt 10 Lose in der Lostrommel sind, be-
tragen die Wahrscheinlichkeiten beim 1.
Ziehen fiir Gewinn (g): 13—0 und fiir Niete
(n): %.

Danach sind nur noch 9 Lose in der Trom-
mel und die Wahrscheinlichkeiten bei der
2. und 3. Ziehung hingen jeweils davon
ab, ob ein Gewinn oder eine Niete beim 1.
bzw. 2. Mal gezogen wurde.
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Die Wahrscheinlichkeit, dass genau zwei Gewinne gezogen werden, erhilt man mit
Hilfe der 1. und 2. Pfadregel (Produkt- und Summenregel):

P («genau zwei Gewinne») = P (ggn) + P (gng) + P(ngg)
327 372 732

II) Die Wahrscheinlichkeit, dass der Gewinn erst beim dritten Zug gezogen wird, erhilt
man mit Hilfe der 1. Pfadregel (Produktregel):

. . . 7 6 3 7

P («Gewinn beim dritten Zug») = P (nng) = 10°9°3= 20
c D ) g l.g Da in der dritten Packung 3 gelbe und
9 7 8 7 weille, also insgesamt 10 Tablet-
f:: g w ten sind, betragen die Wahrschein-
3 \ 2.8 lichkeiten beim 1. Ziehen fiir gelb

19 % V.V\/EE (g): 13—0 und fiir weil} (w): 17—0.

8 W Danach sind nur noch 9 Tabletten in
) 2. der Schachtel. Die Wahrscheinlich-
3 g 8 keiten bei der 2. und 3. Ziehung hén-

gen also jeweils davon ab, welche
Farbe beim 1. bzw. 2. Mal gezogen
6N, —<8 wurde.

~

=N
/
oo|on
/
<

Die Wahrscheinlichkeit, dass aus der dritten Packung mindestens 2 gelbe Tabletten

gezogen werden, erhilt man mit Hilfe der 1. und 2. Pfadregel (Produkt- und Sum-

menregel):
P («mind. 2 gelbe Tabletten») = P(ggw) + P (gwg) + P(wgg) + P(ggg)

327,372 732 321
10 98 109 8 10 9 8 10 9 8
42 . 42 . 42 . 6

© 720 0 720 0 720 72

_n

60
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Lésungen

1I) P,
a l.g
3/ Gg <8’
P, 9 T~ew
2.
/ﬁ\. 9 s
s 10 w--L
3 9\'W
3 %"g
10" ~1
% 9 T~ew
3> 2.8
0wl
9 T~ew

Da bei der 1. Ziehung 3 Packun-
gen zur Verfligung stehen, betrégt die
Wabhrscheinlichkeit fiir jede Packung
%. Da in der ersten Packung nur ei-
ne gelbe Tablette ist, konnen aus die-
ser keine 2 gelben Tabletten gezogen
werden.

Aus der zweiten und dritten Pa-
ckung konnen jeweils 2 gelbe Tablet-
ten ohne Zuriicklegen gezogen wer-
den. Die Wahrscheinlichkeiten &n-
dern sich dabei bei jedem Zug.

Die Wahrscheinlichkeit, dass beide Tabletten gelb sind, erhélt man mit Hilfe der 1.
und 2. Pfadregel (Produkt- und Summenregel):

121,132
3109 3 10 9
8
270
4
135

d) D Eshandelt sich um ein vierstufiges Experiment, bei welchem die Wahrscheinlichkei-

ten miteinander multipliziert werden. Die Wahrscheinlichkeit einer jeden Stufe erhilt

man mit Hilfe der 1. Pfadregel fiir das Ziehen ohne Zuriicklegen:

P(alle Karten sind rot) = P sepelr) (1) - P(sapern) (1)
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7.2 Binomialverteilung

1 ] 4t
Z .\ig
8§ s
2 '\
= 3T
5 3 =
7T ==l
8 e
2 2T
= . 8
4 _~"~23
3 //// 87es
2 2ot
T =l
8§ s

Da 2 rote und 3 schwarze, also insgesamt
5 Karten im 1. Stapel sind, betragen die
Wabhrscheinlichkeiten beim 1. Ziehen fiir
rot (r): % und fiir schwarz (s): %

Danach sind nur noch 4 Karten auf dem
1. Stapel und die Wahrscheinlichkeiten bei
der 2. Ziehung hédngen jeweils davon ab,
welche Farbe beim 1. Mal gezogen wur-
de. Da die beiden Karten mit dem 2. Sta-
pel vermischt werden, gibt es insgesamt 8
Karten im 2. Stapel. Die Wahrscheinlich-
keit der einzelnen Farbe hingt davon ab,
was vorher gezogen wurde.

Die Wahrscheinlichkeit, dass die zuletzt gezogene Karte schwarz ist, erhélt man mit
Hilfe der 1. und 2. Pfadregel (Produkt- und Summenregel):

P(«letzte Karte schwarz») =

7.2 Binomialverteilung

P(rrs) + P(rss) + P(srs) + P(sss)

548548548 5438
8 30 30 36

160 ' 160 ' 160 ' 160

13

20

Bei einem Bernoulli-Experiment wird die Wahrscheinlichkeit P eines Ereignisses mit k Tref-

fern mit der Trefferwahrscheinlichkeit p und der Kettenlidnge n (Anzahl der Durchfithrungen des

Experiments) mit der sogenannten Bernoulli- Formel berechnet:

pm:m:(

) g

a) Da es bei einem Wurf des Basketballers nur die beiden Ausginge «Treffer» oder «Fehl-

wurf» gibt, handelt es sich um Bernoulli-Experiment. Er hat eine Trefferwahrscheinlich-
keit von 90%. Da er 10 Mal wirft, betrdgt die Kettenldnge n = 10.

I) Legt man X als Zufallsvariable fiir die Anzahl der Treffer fest, so ist X binomialver-

teilt mit den Parametern p = 0,9 und n = 10. Die Wahrscheinlichkeit, dass er genau

9 Mal trifft, erhélt man mit der Bernoulli-Formel:

10

NX:%:<9

) 0,9°-(1-0,9)'°=10-0,9°-0,1=0,9°
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